Lycée Pilote Ariana MERS L EXCELLENCE (Bac 2012) 4°me Math
MR : LATRACH. M L'excellente réussite est liée a la patience mais elle dépend également de beaucoup de bonne volonté.

[Gilbert Brévart]
Exercice 1: 3)a)Montrer que pour tout zon a: z-z = -2i(2 —i - z)

Vrai ou Faux

1)une solution de I'équation 2z + z = 9+i est : 3+i
2)Soit z un nombre complexe | z+i| est égala:
liz +1|

3)Soit z un nombre complexe non nul et d’'argument a.

Un argument de @E est: % +o
z

4)soit nelN, (\/\75+i)n est un imaginaire pur ssi :

n = 3 (mod6)
5)Soient A(i) et B(-1), 'ensemble des points M(z)
vérifiant | z-i|=|z+1| est: (AB)

6)Soit Q(1-i), E : | z-1+i| =| 3-4i| a pour équation :

z =1-i+5e", aelR

7)Soient A(4) et B(3i). L’affixe du point C tel que ABC
soit isocéle rectangle direct en A est : 7+4i

8)L’ensemble des solution dans C de ;:—2=z est

{14, 1+it

9) x et y sont deux entiers et tel que pgcd(24x,64y)=64
x=0 (64)

10) L’ équation : 6x + 18y =3 admetdans Zx Z:
une infinité de solutions

11)Soit n un entier non nul tel que 5n A (32x5°x7)=35
n=0 (7)

(In;

3
12)Soit I=; :) dx alorsona:|= -%

13) Le quotient dans la division euclidienne

de —2011 par 87 est -23
14) g est la similitude indirecte d’écriture complexe :

z =-2iz +3, de centre A et daxe D
Soit D’ la perpendiculaire a D en A,
alors :  goSp' est 'homothétie h, ;)

Exercice2 :

1)Soient A(4+i), B(1+i), C(5i) et D(-3-i) Placer ces
points sur une figure.

2)Soit f : Z’=(1+2i)z-2-4i

a)Préciser les images des points A et B par f
b)Caractériser I'application f, on désigne par | son

centre.

b)Evaluer, pour tout point M différent du point | : %M'et
(M, MM)

c)Quelle est la nature du triangle IMM’

d)Soit E(-1-iv/3) . Ecrire Zg sous forme exponentielle.
Puis placer E

Déduire une construction du point E = f(E)

Exercice 3:

Soit (E) : Z°-(4+i)z2+(7+i)z-4=0

1)a)Montrer que E admet une solution réelle , noté z;
b)Résoudre alors E

2)Soient A, B et C les points d’affixes respectives :1,
2+2i, et 1-i

a)Placer A,BetC

2+2i

b)Determiner le module et un argument de 1_;. En

déduire la nature du triangle OBC.

c)Que représente la droite (OA) pour le triangle OBC ?
3)Soit D 'image de O par la rotation de centre C et
d’angle —rt/2

a)Déterminer I'affixe de D

b)Quelle est la nature de OCDB ?

Exercice 4 ;

Soit f 'application qui a tout point M(z) non nulle associe

le point M’=f(M) d’affixe z’ tel que : z’zé 2 —|z])

C, le cercle de centre O et de rayon 1., On pose z = re'®

1)Montrer que z' = ( 2-r)e'®

M
-

-

2)Déterminer I'affixe a’ du

point A’=f(A(3))

Soit B le point d’affixe

b=-V3+i 3
a)Ecrire b sous forme

exponentielle

b)Déterminer 'affixe b’ du point B’=f(B) Placer A, B, A’
etB’

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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4)a)Déterminer 'ensemble E des points M du plan
privé du point O dont 'image par f est O. Représenter
E sur la figure.
5)Montrer que le cercle C1 est 'ensemble des points M
du plan distincts de O tels que f(M) = M
6)Pour cette question, M # 0 et M n'appartenant pas a
Cq, I = M*M
a)Montrer que | appartenant a C1
b)Montrer que | appartient a [OM)
c)Sur la figure construire le point My, image par f du
point M .
Exercice 5
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé
direct (O;J, V). Soit 6<[0 7]
1°) Soit dans ¢, I'équation
(Eo): 2* —2(1+3€”)z-3+10e° +8e*° =0.
Résoudre (E,) dans C.
2°) On désigne par M et N les points d’affixes
respectives z, =3+2e°et z, =1+ 4€"
a)Déterminer 'ensemble des points M lorsque 6 varie.
b)Peut-on avoir M = N ?
c)Déterminer 6 pour que O soit un point du cercle de
diameétre [MN].
3°) On considére les points A et B d’affixes
respectives : zy =3 + 2ietzg =- 1+ 4i.
Extérieurement au triangle OAB, on construit les deux
carrés OA,A,A et OBBB,.
a) En remarquant que A, est I'image de O par une
rotation de centre A, déterminer I'affixe de A, .
En déduire I'affixe du centre | du carré OA,AA.
b) En remarquant que B, est 'image de O par une
rotation de centre B, déterminer I'affixe de B, .
En déduire I'affixe du centre J du carré OBBB, .

c) Calculer I'affixe du milieu K du segment [AB]. A

l'aide des affixes des différents points, calculer les
distances Kl et KJ, ainsi qu’'une mesure de 'angle

(ﬂ @) Que peut-on en déduire ?

Exercice 6:

1)Résoudre dans I'ensemble C des nombres
complexes : Z—3iz—3+6i=0
2)Soit A(4-2i) Déterminer la forme algébrique de I'affixe
du point B tel que OAB soit un triangle équilatéral de
sens direct.
3)Soit D(2i)
a)Représenter 'ensemble E des points M(z)# 2i tels
que arg(z-2i)=2+2kn
b)Représenter 'ensemble F des points M(z) tels que
z=2i+2¢' :9¢IR
4)A tout point M(z+# —2) associe le point M’'(Z’) telle que
,_z-1
Tz+2
Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que |z'| =1
Exercice 7:
1)Résoudre dans C : z2 - ( 5-4i)z-3-15i=0
2) On désigne par A(-3i), B(5-i), A'(-3) et B’(1+5i)
Placer les points A, B, A’ et B'.
Montrer que OAA’ et OBB’ sont des triangles rectangles
et isocéles.
3)Soit M un point de la droite (AB) d’affixe zy
a) Montrer qu’il existe un réel k tel que zy=5k+(2k-3)i
b)Montrer que les droites (OM) et (A’'B’) sont
perpendiculaires ssi le point M est le milieu du segment
[AB]. Vérifier que dans ce cas A'B’ = 20M
Exercice 8:
1)Soit 6 un réel de I'intervalle ]0,x[ ;
Résoudre I'équation : z°-2iz-1-e%°=0.
2)Dans le plan complexe rapporté a un repére

- >
orthonormé directe (O, u,v). On considére Ies points
A, M et N d’affixe respectives -1+i, i+e* et i-e”

ou 0 estun réel de]0,n .

—_— —

a- Montrer que les vecteurs AM et AN sont
orthogonaux.

b- Montrer que lorsque 6 varie dans ]0,n[ les points M et
N varient sur un cercle C que I'on déterminera.

3) a- Déterminer en fonction de 6 'aire A (0) du triangle
AMN.

b- Déterminer la valeur de 6 pour laquelle 'aire A (6) est
maximale et placer dans ce cas les points M et N sur le
cercle C.

Exercice 9:

On consideére les suites (u,) et (v,) définies par :

uo=2 et pour tout nelN, v, = uz etUps1 = %
1)Démontrer que 1=<u,<2etque 1=v, <2

2)Mque pour tout N ; Upsq - Vs =

3)Mque pour tout n ; u, 2v,

4)Mque (u, ) et décroissante et (v,) croissante.
5)Mque pour tout n ; u,- v, £1

et en déduire que (U,- vp)*> < U, - Vj

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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6) Mque pour tout N ; Upsq- Ve < % (Un-Vn)

En déduire que pourtoutn, u,—v, < %

7)Mque les suites u et v sont adjacentes et donner leur
limite commune |.
Exercice 10 :

u, = 0.5
Soit u la suite définie par 2
g {unﬂ = 0.5(up + 1)

1)Soit f(x)=3 (x +2), x> 0

a)Etudier les variations de f

b)Montrer que pour tout n non nul u,, > V2
2)a) Montrer que pour tout x> /2 ; f(x) < x
b) En déduire la monotonie de u

c) Déduire que u est convergente
3)Déterminer la limite | de u

Exercice 11:

2
On pose pour tout n 21 ; I,= i'j(Z—x)“e"dx
n!y

1)Calculer I

n
2)Etablir que pour tout n 21, 0 < I, < % (e2-1)

2n+1

3) a)Montrer que pour tout n 21 ; l.q = 1, - 1)
2 n
b)Déduire que e? = 1+%+%+ +2—+|

n

4)On pose u, = % ; pour tout n=1

a)Calculer 2ot
n
b)En déduire que pour tout entier naturel n>3,
1 n-3
0< U, < U3(2)

5)En déduire la limite de la suite (up) pws celle de (I,)
6)Justifier enfin que e? = nlLrEo 1+% + % +...+ %
Exercice 12 :
Soit u la suite définie sur IN* par u,, = Z’,ﬁif]‘%

A)1) a)Montrer que pour toutn >0

-3n-2

n(2n+2)(2n+1)
b)Déduire que la suite u est convergente.

Un+r —Un =

a)Montrer que pour tout n > 0,
0O<f(m+f(n+1)+--+f(2n) < Sn.
b)Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x

distinct fe -1 et de 0 on ait :
1 _a, b

x(x+1) T x 0 ox+1

En déduire que S, =

=+l

n(2n+1)

En utilisant les questions précédente, déterminer alors
la limite quand n tend vers +~ de YX=2" £ (k)

Vérifier que pour tout n > 1;

f(n)+f(n+1)+...+(2n) =1, —In (2 + )

Déterminer la limite de la suite u

Exercice 13

On considére la suite définie pour tout n
>1 par u, = 1+%+ ....+%— In (n)

1) a/ Calculer u, et u,
Mque pour tout réel x>-1,ona: x = In(1 + x)
2) Dque pour toutn > 1;
1
1 -
n( n+ 1)

En déduire la monotonie de la suite u.

onma:uUupyr —Up = ——

3) On pose, pour toutn > 1,v, = u, —%

a/ Démontrer que pour toutn > 1:
Vnar = vp = —In(1+7)
b/ Déduire la monotonie de la suite v.
4) a/ Démontrer que les suites u et v sont convergentes
vers la méme limite I.

b/ Donner un encadrement de |.
¢/ Déduire la limite de la suite S définie par S,, =

T+i4+ .. +2
2 n

Exercice 14 :
On considére la suite J,, définie par

Jo=[leNT+tadt
1)Démontrer que la suite J est croissante
2)On définit la suite (1) , pour tout n > 0,

=[] et +0)dt
a) Justifier que pourtoutt>1;onavi+t<1+t

B)Soit f(X)—- +1n (=) b) En déduire que J, < In
1)a )Justlfler que pour tout entiern>0 c) Calculer I, en fonction de n.
1 < f"+1 L dx < 1 En déduire que la suite (J,) est majorée
1+n ne1 g 1 d) Conclure que la suite ( J,) est convergente.

b) Vérifier que pour tout n>0, [ =-—f(m Exercice 15

. . . n(n+l) dérivée continue et croissante. Pour

2)Soit la suite ( S,) définie sur IN* par S,=Y.2 N tout p € IN*, on pose w, = ¥b_, f'(n)
La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques. Page 3
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1) a) Démontrer en appliquant le théoréme des
accroissements finis a f dans un intervalle bien choisi
que : Pourtoutnde IN*, f(n)<f(n+1)— f(n) <
f(n+1)

b) En déduire que ; Pour tout p de IN*,
U~ @ <fE)-fO)<u,—fQ)
2)On prend f(x ) = —

a) Vérifier que la suite u est monotone.

b) Montrer que la suite u est minorée par (-3)

c) En déduire que la suite ( v ;) de terme général v, =

p (i) est convergente et que sa limite

n=1\n3

appartient a [% , %]
Exercice 17
Dans le plan orienté, on considére un carré direct
ABCD de cbté 2 et de centre O.
On désigne par :

- 1, J, KetL les milieux respectifs des segments

[AB], [BC], [CD] et [OC]

- S :la symétrie centrale de centre O.

- R:lequart de tour direct de centre |

- ¢=SoR
1°) a) Déterminer ¢(l). En déduire que ¢ est une
isométrie distincte de identité.

b) Déterminer ¢(J) puis ¢(B)

c) Détruire que ¢ est une rotation de centre J dont
on précisera I'angle.
2°) Soit g I'isomeétrie définie par g = ¢ 0 S(ac) OU Sac)
désigne la symétrie orthogonale d’axe (AC)

a) Caractériser : S,c)0S,, et S 0S,

b) Déduire que g = S ;,0S,
¢) On désigne par A; et A, les médiatrices

respectives de [JC] et [OJ].
Caracteriser S, 0S, . En déduire que g est une

symétrie glissante dont on précisera I'axe et le vecteur.
3°) Soit G le barycentre des points pondérés

(0, 2);(J,-1)et(l, 1) et G’ son image par .

Exprimer CG' en fonction de CJ et CK puis construire
G’ sans construire G.

Exercice 18
Le plan est orienté dans le sens direct, ABCD est un

losange de centre O, | est le milieu du segment [AB],

J est le milieu du segment [AD] et (4B, Z5)=§ (2n)

1)a)Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f qui
envoie AenBetlenO

b) Caractériser f

c)Déterminer I'image du triangle ABD par f.

2) Soit g 'antidéplacement qui transforme I'ensemble
{A, B, D} en 'ensemble {B, C, D} et tel que g(A)=D
a)Montrer que g(D)=B

b) Caractériser alors g

3) Soit s un antidéplacement qui transforme I'ensemble
{A,B,D} en I'ensemble {B,C,D} et et tel que s(A)=C
a)Démontrer que s est une symétrie orthogonale d’axe
(BD)

b) Définir les isométries suivantes

f:r(B,g)os et g:r(O,g)otm

3) Soit ¢ le déplacement qui envoie AenD etDenB
Montrer que pour tout point M du plan on a ¢(M) et g(M)
sont symétrique par rapport a une droite fixe que 'on
précisera.

4) Caractériser 'isométrie h = ¢ o toj

Exercice 19:

> >
(O, i, j)estunrepére orthonormé du plan.
ABCD est un losange tel que AB=AD=DB ;
A'=A*B et O=A*C
Définir les transformations suivantes :
f=S5a80Sac €t g=Sa0Scop
2)a)Caractériser g= tag 0 Spa
b)e=tag 0 Sac
Mque ¢ est une symétrie glissante et la caractériser.

3)a)Soit hy = r(A,%) 0 Sac

Mque h; est une symétrie orthogonale que 'on
précisera.

b)Soit h, = r(A,%) 0 Soc

Mque h, est une symétrie glissante.

4)a)Montrer qu’il existe un unique déplacement d tel que
d(A)=Betd(B)=D

b)caracteriser d

5)Soit S I'antidéplacement tel que S(A)=B et S(B)=D
a)Montrer que S n’a pas des points fixes

b)Caractériser S

Exercice 20

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.

Page 4



http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=reussite
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=liee
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=patience
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=depend
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=egalement
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=beaucoup
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=bonne
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=volonte
http://www.evene.fr/celebre/biographie/gilbert-brevart-5876.php

Lycée Pilote Ariana
MR : LATRACH.M

VERS L'EXCELLENCE (Bac 2012)

L'excellente réussite est liée a la patience mais elle dépend également de beaucoup de bonne volonté.

4tme Math

[Gilbert Brévart]

Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD de
sens direct et de centre |.
On désigne par J, K et O les milieux respectifs des
segments [AD], [DC] et [JK].
1/ Caractériser chacune des
applications suivantes :

a) @1 =S(Kk)0 S(ic)

b) 2= S(ac)0 @1
2/ a) Montrer qu'il existe un unique déplacement r
transformantDenletlen A

b) Caractériserr.

c) On désigne par O’ 'image du point O parr.
Montrer que O’ est le milieu du segment
[Al].

3/ Onposef=Sy)or
a) Déterminer f( J ). En déduire la nature de f.
b) Déterminer f( 1) . En déduire 'axe de f.

4/ Onposeg=Spucyor

a) Déterminer g(D) et g(I).

b) Montrer que g n"admet aucun point invariant.

c) En déduire que g est une symétrie glissante
dont on précisera I'axe et le vecteur.

5/ Onposer =tJgor

a) Quelle est la nature de r' ?

b) Montrer que | est le centre de r'.

6/ Soient M un point variable du segment [BC] (on
suppose M =B et M= C) et Nun
point de [AB] tel que : BM = AN.

a) Montrer que r'(M) =N

b) En déduire que le cercle de diamétre [MN]
passe par un point fixe.

c) Soit P le point de [AD] tel que : DP = AN .
Montrer que r'(N) = P et en déduire que | est le
milieu du segment [MP].

Exercice :21
ABC un triangle rectangle en A tel que
(CA,CB) = %[2m] et O le milieu de [BC].
1) a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui
envoie Oen AetBenC.
b) Montrer que f est une rotation.
¢) On note | le centre de f.
Donner une mesure de chacun des angles (ﬁi ﬁj) et
(10, T4)
d) En déduire que | appartient au segment [AB] et
que | est le barycentre des points pondérés (A,2) et
B,1).
(2) a)) Soitr = R(cg)
b) On note C’ 'image de C par f. Montrer que O , | et
C’ sont alignés .

. Caractériser I'applicationfor.

3) Soit g 'antidéplacement qui envoie O en A et B en C.

a) Déterminer les images des droites (Ol ) et (OA)
par g.

b) Donner la nature et les éléments caractéristiques
de g.
Exercice 22
Le plan est orienté dans le sens direct.
Dans la figure donnée sur la feuille a rendre.

e C estun cercle de diamétre [BC] et de centre O.

e Ale point de C tel que (@(ﬁ) Ej[Zn].

¢ |le point de [AB] tel que Al = AC.
o Kle milieu de [AB].
A La perpendiculaire a (BC) passant par K .

1°)a) Montrer que (@ﬁ) [2n].

8
b) En déduire que le triangle IBC est isocéle en |.
2°)a) Montrer qu’il existe une unique rotation R telle que
R(C)=1letR(I)=B.
b) Préciser I'angle de R et construire son centre Q.
¢) Montrer que Q appartient au cercle C.
d) Montrer que O, | et Q sont alignés.
3°) La médiatrice de [IB] recoupe C en J.
a) Montrer que A et J sont symétriques par rapport
a (Ol) et que C, | et J sont alignés.
b) En déduire que R(A)=J
4°) La droite (QA) coupe (BC) en D.
a) Montrer que AJBD est un parallélogramme.
b) Soit f 'antidéplacement tel que f(A) = B et f(J) =
D.
Montrer que f est la symétrie glissante d’axe A et

de vecteur AA' ol A’ est le projeté orthogonal
de A sur (BC).

Exercice 23

Dans le plan orienté, on considére un losange ABCD de

centre O tel que (E,Hf) = g[zn]

et AB = AC. On désigne par | et J les milieux respectifs
des segments [BC] et [CD].

Soit E le point défini par : AE = OB.

1)On désigne par : tg5 la translation de vecteur OB etr

la rotation de centre A et d’angle g .

On pose f = ts o,
a)Montrer que f(c) =0

b)En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de f.

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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c)Déterminer la nature de triangle IAE. 2°) On désigne par | et J les milieux respectifs de [OA]

2)Soit s la similitude directe telle que S(O) = A ;S(C) = |
a)Déterminer I'angle et le rapport de S.

b)Montrer que le triangle AlJ est équilatéral et a pour
centre O. En déduire que J est le centre de S.

c)Montrer que S(l) = E.

3Soit o la similitude indirecte telle que o (C) =1 et
c()=E

a)Montrer que ¢ admet un seul point invariant Q .

b)Montrer que Q est le barycentre des points pondérés
(C,3) et (E,-1)

c)Déterminer et construire 'axe A de o.

Exercice 24:

Soit ABCD un carré de centre O tel que
(@ﬁ}z E(Zn). On désigne | =A.BetJ=A-D

On note s la similitude directe tels que
s(D)=0ets(C)=1.
1) a) Déterminer le rapport et 'angle de s.
b) Soit Q2 le centre de s. Trouver une construction

géomeétrique de Q.
2) a) Préciser les images respectives des droite ( BD )
et (BC)pars.

b) Déterminer alors s (B) ets (A)etsos (B).

c) Montrer que Q est le barycentre des points
(B,1)et(J,4).

Exercice 25:
Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct

(O, OA, @) On désigne par f I'application qui a tout

pondérés

point M du plan P d'affixe z = x+ iy associe le point
Mi(z4 = x4 + iyq) tel que: z, = —(%jz + %

(X, y, X4 et ys sont des réels).
1°)a) Montrer que f est une similitude indirecte de :

rapport k = g et de centre B.

b) Soit A 'axe de f. Montrer qu’une équation
cartésienne de A est :(1+J§)x +y-1=0

et [OB].
Soient M(x , y) et M’(X’, y’) son symétrique par rapport a
(19).

1

X'=—y+—
a) Montrer que: f
'=—X+—
y 2
b) En déduire que I'écriture complexe de la symétrie
orthogonale Sy est z'= —iz +%

3°) Soit I'application g = foS,. On désigne par H le
milieu de [AB].
a)Montrer que g(O) = J et g(H) = H.
b)Déterminer la nature et les éléments
caracteéristiques de g.
1+3
2

naturel n, Le point M, est défini par M.1= g(M,).

a) Exprimer HM, en fonction de n.
b)A partir de quel rang ng a-t-on : ¥ n > ng, M,, appartient
au disque de centre H et de rayon r = 0.05 ?

c) Pour tout entier naturel n, on note d,, = M,, M,++.
Démontrer que (d,) est une suite géométrique
dont on précisera le premier terme et la raison.
Exercice 26:
Le plan complexe est munie d’'un repére orthonormé
On donne A(i) et B(1+2i)
1)Justifier qu’il existe une unique similitude directe S
telle que S(O)=A et S(A)=B
2)Montrer que I'écriture complexe de s est :z’ = (1-i)z+i
Préciser les éléments caractéristiques de s,
on notera Q le centre de s.
On considére la suite des points (A,) telle que
AO0 est l'origine du repére et pour tout entier naturel n,
An+1= s(A,). On note z, 'affixe du point A,
3)Démontrer que, pour tout entier naturel n, z,=1-(1-i)"
b)Déterminer en fonction de n les affixes des vecteurs
QAN et A A1 ; Comparer les normes de ces vecteurs et
calculer une mesure de I'angle (QAN ;A An+1)
En déduire une construction du point An+1 connaissant
le point A, ? Construire A; et A,
Exercice 27

4°) Soit My le point d’affixe +i. Pour tout entier

Pour chaque question, une et une seule des réponses
proposées est correcte. Le candidat doit écrire sur sa
copie le numéro de la question et la lettre correspondant
a la bonne réponse puis donner une

justification de la réponse choisie.

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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1) Soit f la transformation qui a M(z) associe M'(z’) telle
que:z =2iz —1—i etl(1+i).

f est une similitude indirecte de rapport 2, de centre |
etdaxe A:x+2y—-3=0

2) On considére I'équation (E) : 24x — 16y = 8 ; ou x
et y sont des entiers relatifs.
Les solutions de (E) sont de la forme :
(xy)=@Bk+1;2k+1), keZ
3) On considére I'équation (E"): x>+ 5x —2=0[17]

Les solutions de (E') sont de la forme :
x=17k +13 oux =17k + 8 , keZ.
4) Soit N = (22)*™2 + (13)*™" ou n est un entier naturel,
alors: N=1[9]

Exercice 28
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC
rectangle isocéle en A tel que (A—B :AC )= 5[275] On
désigne E et D les symétriques de A respectivement
par rapport aux points B et C.
Soit f la similitude directe qui envoie D en C et C en B.
1°)a) Faire une figure que I'on complétera au fur et a
mesure.
b) Déterminer le rapport et 'angle de la similitude f.
¢) On note H le projeté orthogonal de A sur (BC).
Montrer que f(H) = E
2°) On appelle | le centre de la similitude f.
a) En utilisant la relation DC =I1C —I1D, démontrer
que DC? =ID?.
b) En déduire la nature du triangle IDC.
c¢) Construire le point |
3°) On munit le plan du repére orthonormé direct

(AABAC).
Soit ¢ I'application qui a tout point M d’affixe z associe
le point M’ d'affixe z' = —(1+ i)E +2-1.
a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de
centre Q d’affixe — 1 + 4i.
b) Soit A 'axe de la similitude indirecte ¢. Déterminer
@(C) puis tracer A.

c) Donner une équation cartésienne de A.
Exercice : 29
On consideére le triangle rectangle isocéle ABC tel que

On note D le symétrique de A par rapport au point C.

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.

On désigne par sla similitude directe transformant D en
CetCenB.
1. Déterminer le rapport et I'angle de la similitude

2. On appelle £lle centre de la similitude

a) En utilisant la relation , démontrer
que .

b) En déduire la nature du triangle £2DC.

3. On pose .

a) Quelle est la nature de la transformation =? Préciser
ses éléments caractéristiques.
b) Déterminer I'image du point D par la transformation

4. Démontrer que le quadrilatéere AD£2B est un
rectangle.
5. Dans cette question, le plan complexe est rapporté a
un repére orthonormal direct (A, u, v ), choisi de
maniére a ce que les points A, B, C et D aient comme
affixes respectives 0, 1, i et 2i.
a) Démontrer que I'écriture complexe de la similitude
est : Z=(1+i)z+2-i
ou z et Z'désignent respectivement les affixes d'un
point M et de sonimage M’ par S.
b) On note xetx’, yet y les parties réelles et les
o o , (X' =x—y+2
parties imaginaires de z et z'. { .
y=x+y-1
Démontrer que
c) Soit J le point d'affixe1+3i.
Existe-t-il des points M du plan dont les coordonnées
sont des entiers relatifs et tels que W.A_j:o ,
M’ = S(M),)
Exercice 31:
p entier premier =7 et n = p* - 1
1)a)Démontrerque p=-1 (3)oup=1(3)
b)En déduire que n est divisible par 3.
2)En remarquant que p impaire, prouver qu’il existe un
entier naturel k tel que
p?-1 = 4k(k+1) puis déduire que n est divisible par 16
3)Démontrer que n=0 (5)
4)Déduire de ce qui précéde que 240 divise n.
Exercice 32:
. x=3(5)
Soit (S){XE >
1)Soit x un entier relatif
Démontrer que si x est une solution de (E) :
x =-12 (35) alors x est une solution de (S)
2)a)Soit x un entier relatif solution de (S).
Justifier qu'il existe deux entiers relatifs k et k’ tels que
x=5k+3 et x= 7k’+2
b)Déterminer tous les couples (u, v) d’entiers relatifs
solutions de :7u - 5v =1
c)Déduire de deux questions précédentes que si x est
solution de (s) alors il existe un entier p tel que
x=35p-12
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d) Déduire de deux questions précédentes que si x est
solution de (s) alors x est une solution de (E)
3)Conclure
Exercice 33:
On considére la suite ( un ) d'entiers naturels définie
par: up = 1 et, pour tout entier naturel n, u,,; =
10u, + 21.
1. Calculer u4, u, et us.
2. a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n, 3u,, = 101 — 7.
b) En déduire, pour tout entier naturel n, I' écriture
décimale de u,-
3. Montrer que u, est un nombre premier.
On se propose maintenant d'étudier la divisibilité des
termes de la suite ( u,) par certains nombres premiers.
4. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, n'est
divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.
5. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n,
B3u, =4— (D" (11).

b) En déduire que, pour tout entier naturel n , u,n'est
pas divisible par 11.
6. a) Démontrer I'égalité : 1016 =1 (17).

b) En déduire que, pour tout entier naturel k, u;¢x+s,
est divisible par 17.
Exercice 34:(Questions indépendantes)
1)Montrer que six Ay = 1 alors
XCAYy2=1;x"Ay" =1
2)a et b deux entiers naturels non nuls et p un nombre
premier tels que : pgcd(a, b)=p
Déterminer les valeurs possibles de
a)pged(a’b) ;  b) pged(a®b’)
3)Soit N un entier naturel tel qu’il existe un couple
d’entiers naturels (a, b) vérifiant : N=9a+1 et N= 5b+3
Déterminer le reste de la division euclidienne de N par
45
4)Déterminer tous les couples (x,y) d’entiers relatifs
ppcm(x,y) = 396

xy = 2376

tels que : {

Exercice 35:

1)On consideére I'équation (E) : 8x+5y = 1, ou est un
couple de nombres entiers relatifs.

a)Donner une solution particuliére de I'équation (E).
b) Résoudre I'équation (E).

2) Soit N un nombre naturel tel qu'il existe un couple
(a; b) de nombres entiers

N=8a+1

N =5b+2

a)Montrer que le couple (a ; -b) est solution de (E).
b)Quel est le reste, dans la division de N par 40

3) a) Résoudre I'équation 8x +5y = 100, ou (x ; y) est
un couple de nombres entiers relatifs.

b) Au Vllle siécle, un groupe composé d'hommes et de
femmes a dépensé 100 piéces de monnaie dans une

vérifiant : {

auberge. Les hommes ont dépensé 8

piéces chacun et les femmes 5 piéces chacune.
Combien pouvait-il y avoir d'hommes et de femmes
dans le groupe ?

Exercice 36:

1)On considére I'équation :(E) :6x - 5y =7, (x,y)eZ?
a)On suppose que le couple d’entiers (x,y) vérifie (E)
Démontrer que x = 2 (mod5)

b)en déduire tous le couples d’entiers, solutions de (E1)

> >
2)Dans le plan muni d'un repére (O, i,j)

on note A la droite d’équation 6x-5y=7

Déterminer le nombre de points de A dont les
coordonnées sont des entiers naturels et dont I'abscisse
est inférieur a 500

3)Soit (E,) :6x%-5y?=7 dont (x,y)eZ?

a)Vérifier que si le couple (x,y) est solution de (E,), alors
x?>=2 (mod5)

b)D que, V A, A2estcongrua 0, a 1 ou a 4 modulo 5
¢)Quel est 'ensemble solution de (E,)

Exercice 37 :

1)Vérifier que :

3 divise 4%-1 ; 7divise 3°1; 5 divise 6°-1;

11 divise 2'°-1

2)x, y et z sont des entiers naturels non nuls.
a)Démontrer que six=y (mod z) alors x Az=y Az
b)La réciproque est-elle vraie

3) a)On suppose qu’i existe un couple (Xq, Yo) solution
de 'équation:d+ m=x+6oud=xAyetm=xvy
Montrer que d divise 6

. _ _ d+m=x+6
b)Déterminer toutes les solutions de

d+m=x+6

c)Déterminer toutes les solutions de{d 5
Exercice 38:

Dans le plan orienté a un repére orthonormé on
consideére la droite D : 5x - 3y = 198

Trouver tous les points M(x,y) appartenant a D et pour
lesquels x et y sont des entiers relatifs non nuls et tels
que pgcd(x, y) = 18

Parmi ces points quel est le plus proche de l'origine du
repére ?

Parmi ces points quels sont ceux qui se trouvent a
l'intérieur du disque de centre 1(60,60) et de rayon 200 ?
Exercice 39

Le plan complexe P est rapporté a un repére

orthonormé direct (O, T, ])
Soit f 'application du plan P dan lui-méme qui a tout
point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle que

z'= (Z—i)(mz—1) ou m est un réel positif.
1°) Déterminer la nature de f lorsque m =0

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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On prend désormais m strictement positif et différent

de 1.

2°) Soit ', 'ensemble des points M(z) tels que z’ soit
imaginaire ou z' désigne I'affixe du point M’ image de
M par f.

a)Montrer que M(z) est un point de T', si et seulement

Si m(22+£2)—m.i.(z—£)—(z+2) =0

a) Montrer alors que T, a pour équation :

e
om) \Y 72 T ame

b) En déduire que T';, est une hyperbole dont on
précisera le centre et I'excentricité.
c) Déterminer un foyer et la directrice associée de

1

[, pourm= —

3 2
Exercice 40

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O,T,j)

X2 y2
, on considére l'ellipse ( E ) d'équation: §+? =1 et

on désigne par | le point de coordonnées ( 3sin6 ,
2cos0 ); ou 6 est un réel de 10, g[.

1) a) Déterminer I'excentricité, les foyers, les sommets
et les directrices de (E ).

b) Tracer (E ); en précisera en particulier les
tangentes aux sommets.

c) Vérifier que le point | appartienta ( E ).
2) On désigne par (T) la tangente a ( E ) au point .
Veérifier que (T ) : 2sinb x + 3cosby — 6 = 0.
3) On désigne par P et Q les points d'intersection de (
T ) respectivement avec I'axe des abscisses et I'axe
des ordonnées. On désigne par A l'aire du triangle
OPQ.

a) Déterminer les coordonnées de P et Q.

b) Montrer que A= — .
sin 20

c) En déduire que l'aire A est minimale si et
seulement si | est le milieu du segment [PQ].

Exercice 41 :
Le plan est rapporté a un repére orthonormé

(0,4,7)

1 )Soit(E) :3x*-6x+4y*-9=0
a)Démontrer que ( E ) est une conique dont on
précisera le centre Q , les sommets A et A , les foyers F
et F’, 'excentricité e , ainsi que les directrices.

B)Vérifier que le point J (0, %) appartienta (E) et
donner une équation cartésienne de la tangente a ( E )
au point | . Tracer T et (E)

2)On donne la parabole (P ) :y*= ; X + % a)Déterminer
le sommet S |, le foyer et la directrice de (P )
b)Vérifier que le point | appartienta (P )

c)Montrer que la droite T est aussi tangente a (P ) en |

c)Tracer (P)

3)Soit A:x+3=0;quel est est 'ensemble des
points M tels que :d (M, 0)=>d (M, A)?

4)Soit fl'application du plan dans lui- méme qui a tout
point M ( x, y ) associe le point M (X ,y ")

x'=x

telque:y | 2

y=-—=Y
J3
Déterminer une équation de (E ‘) image de ( E ) par f.
Reconnaitre la nature de (E *) et
Caractériser (E )
Exercice :42
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : ¥xe]0, +oof,
f(x) = x(1 — Inx) et f(0) = 0. On désigne par C la courbe
de f dans un repére orthonormé (OT])

A°)1°)a) Montrer que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite de 0.
2°)a) Dresser le tableau de variation de f. Tracer C.
b) Soit a un réel de 10, 1[. Calculer l'aire A(a) du
domaine limité par C, 'axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x =a et x = e.
c) Calculer lim A(a)

a—0"

B°) Soit F la fonction définie sur ]-o0, 0] par :

F(x)= j'

f(t) dt.
1+12

1°)a) Montrer que F est dérivable sur J-, 0] et ¥x <0,

: (x—1)e*
F'(x)= .
) 1+e*
b) En déduire le sens de variation de F.

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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¢)M que F admet une limite finie ¢ lorsque x tend - .

2°)a) Montrer que
1 1

1 1
<0, 2 I f(t)dt < F(x) <

e* eX

b) Vérifier que la fonction x — x2(4

une primitive de f sur ]0, +oo[.
1

c) Montrer alors que lim | f(t)dt = ik

eX

. 3 2
En déduire que 3 </

C°) Soit (I,) la suite réelle définie sur IN* par :
e

I, =J‘x(1—lnx)n dx

1

1°) Montrer que pour tout entier non nul,

L1, n+1,

n+1 2 2 n

2°)a) Montrer que la suite (l,) est décroissante et a

termes positifs.

b) Montrer que pour tout entier n = 2,

f(t)dt.
1+ e -[ ®

c)Déterminer lim | et lim nl, .

Exercice 43 y
1) Dans un repére
orthonormé (OT ]) A N

(unité 2 cm), on a :
représenté ci-contre la i

courbe de la fonction f =L i 70
deéfinie sur [- 1, 1] R A
par : i
f(x) = X SO 0 O 0

1+1-x2°

1°) En utilisant le graphique.

a)Montrer que f réalise une bijection de [-1 , 1]

sur[- 1, 1].

b)Etudier le signe de f(x) — x, pour x € [-1, 1]

2°) On note g la réciproque de f.

a)Montrer que pour tout x € [-1, 1], g(X) =

b)Calculer I'aire du domaine limité
par les courbes Cdefet C’ deg.

1
X
c)Montrer que | ———=dx=1-In2
) £1+\/1—X2

II) Soit (U,) la suite définie sur IN* par:

X

U =[—X dx
'! 1+1-x2

1°) Montrer que (U,,) est décroissante.

2°) Montrer que pour tout ne IN* et pour tout t [0,1],

ona: 1t” < vt < .

1+1-2

1
<U < —
2(n+1) " n+1

3°) Montrer alors que (U,,) est convergente et déterminer
sa limite.

En déduire que:

Exercice 44:

La courbe ci-dessous représente une fonction f définie
et dérivable sur I=[1, €]
1)Donner par lecture graphique

a) f(1), f(e), Fd(1) et lim,._,,_ %

b)Le sens de variation de f sur |
2)a) Montrer que f est une bijection de | sur un intervalle
J qu’on précisera.

b)Soit C’ la courbe de de f-1 ; Tracer C’

3) On suppose que pour tout réel x de |, f(x) =
Soit F la fonction définie sur | par

F(X)=§ (1 —-Inx)Vv1 —Inx

a)Montrer que F est une primitive de f sur |

b)Calculer l'aire du domaine limité par la courbe C , les
droites x=1, x=e ety =0

¢)En déduire I'aire du domaine limité par les deux
courbes C et ¢’ et les deux axes des coordonnées.

Vi-inx
x

s}

’ \
; ] " X
|

ALy

Exercice 45 :

La courbe C ci-dessous est celle d’'une fonction g
définie, continue et dérivable sur IR.

1)En utilisant le graphique

a)g(0) et g'(0)

b)Déterminer le signe de g sur IR

2)La fonction g es définie sur IR par g(x) = ( ax+b)e*-1
ou a et b sont deux réels

Déduire que g(x)=(x-1)e*-1

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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3)Dans la suite on considére la fonction f définie sur 1 1 1
. b)En déduire lim ( 1+ — + — +...—)
IR 120

a)Veérifier que f(x)=12

b)Dresser le tableau de variation de f pws tracer Cf
Ll LU -

Exercice 46:
2x
Soit f(x)=

1+e

1)Dresser le tableau de variation de f
2)a)Déterminer les branches infinies de Cf
b)Tracer Cf.

3)a)Mque f est une bijection de IR sur IR*+
b)Tracer la courbe C’ de f”

c)Calculer f(x) pour x >0.

X

4)a)Vérifier que pour tout x on a : f(x)=e*- 1?-e"
b) Soit A < 0, Calculer l'aire A(A) du domaine limitée

par la courbe C’, 'axe des ordonnées et les droites :

y=\ et y=0
Exercice 47:
( Inx )
Vv n>0, Soit f,(x)=
X2

A)1) Etudier suivant n les variations de f,.
2) Etudier les postions relatives de C,, et C, .
3) Tracer C, et C..

B) n >0, on pose |,= j fn(x)dx
1

1)On pose F(x)= I+ Inx ,
X

2) En utilisant une intégration par parties
-1

Mque lp= — +(n+1)l,.
e

3) Déduire I'aire en cm? du domaine compris

entre les courbes C, et C, et les droites d’équations
x=1 et x=e.

4)Mque par récurrence que pour tout n >0,

lInzl— l( I+ —+ = +..—)
n! e 1! !

5)a)Mque Vv n>0, 0<1,<1

Calculer F’(x), en déduire |4

Exercice 48:

Soit f(x)= e‘m, x = 1 et soit C sa courbe

> >
représentative dans un repéere orthonormé (O, i, ).
1)a)Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.
Interpréter graphiquement le résultat.
b)Dresser le tableau de variation de f.

c)Tracer la courbe C de f.
1+(Inx

2)Soit F(x) = j f(t)dt , x € 10, 1]

1
a)Mque F est dérivable sur ]0, 1] et que F’(x) = 2Inx
b)Calculer F(x).
3)Pour tout a = 1, on désigne par S(a) I'aire du domaine
limité par la courbe C , 'axe des abscisses et les droites
d’équations x=1, et x = a
a)Mque S(a)= F(f(a))
b)Calculer S(a) et ll)n} S()

Exercice 49 :

v nelN* ; on pose I, _ni j(\/? )zne“ dt
0

e
(n+1)!
b) Montrer que pour tout entier naturel k
-1
k!
c) Calculer |4 et déduire de ce qui précede que

v
|n= - _
© g;k!

d) Déduire que lim Z% =e

n—>+0

a)Montrerque ; 0= 1, <

strictement supérieur a 1, I- l.1 =

Exercice50:
1-x
Soit f la fonction sur IR par f(x)= xe * et soit (C) sa
courbe représentative dans un plan rapportée a un,
> >

repére orthonormé (O, i,j).
A)1) Dresser le tableau de variation de f.

2) Montrer que la courbe (C) admet un point
d’inflexion dont on précisera les cordonnées.
3) Tracer (C).

4) Mque pour tout réel x de [0,1], on a : 0<f(x) <

1 1-x

. 1 N
B) On pose, Vne IN,onaIn=—n o -([x e?dx ,
_ 1 1 1
et U= 1+1'2+W+ ....... +n!2n

1) A l'aide d’'une intégration par parties, calculer 4.

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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2) Mque, pour tout nde IN, on a: Inﬂ:ln_w

3) Démontrer, par récurrence, que pour tout n de IN',
ona: Unz\/6 'In.
4)a)Mque,pour tout n de IN*,0n a :0<l,< ﬁ{

(nh)
b) En déduire lim U,.
Exercice 51:

> >
Le plan est muni du repére orthonormé (O, i,j).
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M(x,y) associe le point M(x,y) tel que :

{x‘zx—yx/g

y'= X3 + y
1)Soit z= x+iy I'affixe du point M et z=x+iy’ celle du
point M.
a) Démontrer que z=az, ol a est un nombre complexe
que I'on calculera.
b) En déduire que f est une similitude directe et donner
sa forme réduite.
2) Soit H 'hyperbole d’équation : x>-3y*=3 dans le

> >

repére (O, i,])).
a)Déterminer ses asymptotes, son excentricité e, son
foyer d’abscisse positive F et la directrice D associés.
b) Soit ( H) la courbe image de (H) par f.
Prouver que ( H) est une hyperbole d’extrémité e, de
foyer F=f (F).

, > >
3)Déterminer une équation de Hdans le repere(O, i, j).
En déduire que H est la représentation graphique de la
fonction g définie par : g(x)=33@ (x+g).

4) Soit d :x=2 et d’ = f(d)
a)tracer d et d’ dans le méme repére que H’
b)Vérifier que d’ coupe H’ aux points

A; (1 ,53@) ot A, (3203

c) Calculer 'aire A de la partie du plan comprise entre
la courbe H’ et la droite d’

2 2
d) Interpréter graphiquement I'intégrale J“/X?—l dx
V3

et déduire sa valeur du résultat précédent.
Exercice 52 :

Soit f,(x)=1+x e "; x =-1etn >0, on désigne par
C, la courbe de f,.

1)Mque toutes les courbes C, passent par deux points
fixes dont on déterminera les coordonnées.

Etudier la nature de la suite (a,)
3)Etudier la position relative des courbes C,, et C,.+.

1
4)On pose I= J.\/l +x dx et on désigne par (A,) la suite
-1

1
définie par A= Ifn (x) dx
-1
a)calculer |
1 1
b)Mque pour tout n >0 ; 1-e" <e " -1
X 1

e "-1]|<en -1

¢)En déduire que pour tout x €[-1, 1],
1

d)Mque |An-||s%\/§(e5-1)

e)En déduire que la suite (A,) est convergente et donner
sa limite.
Exercice 53 :
Soit ( 0, i, j, k) un repére orthonormé de I'espace.
On considére les points
A3, -2, 2), B(6,1,5) et C(6,-2,-1)
1)Mque le triangle ABC est rectangle
2)SoitP:x+y+z-3=0.
mque P est orthogonal a la droite (AB) et passe par le
point A.
3)Soit P’ le plan orthogonal a la droite (AC) et passant
par le point A.
Déterminer une équation cartésienne de P’.
4) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite A, droite d’intersection des plans P et P’.
5)Soit D(0, 4, -1).
a)Mque (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).
b)Calculer le volume du tétraédre ABDC.
¢c)Mque I'angle BDC a pour mesure%
6)a)Calculer l'aire du triangle BDC.

b)En déduire la distance du point A au plan (BDC)
Exercice 54:

2t+3 ¢
Soit la suite définie sur IN* par u, = j—e“dt

o t+2
1)Soit ¢ la fonction définie sur [0, 2] par o(t) = 2:’23

Maue pour tout te[0, 2] ;3 < o(t) < 2

2

b)Déduire que In(e” -1) < u, < £ n(e

=R

_1)

. R I 7
2)a)Mque pour tout n>0, la courbe C, admet une ¢)Mque si (un) possede une limite L alors 3<L <3
tangente horizontale en un point M.
b)On désigne par o, I'abscisse de M,.

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques. Page 12
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2
2)a)Calculer | =j2tt * 23
J’_

0

dt

t 2
b)Montrer que pour tout te[0, 2],ona: 1< e < en
c)Mque (u,) est convergente et déterminer sa limite L.

Exercice 48:
A) Soit f(x)=

X

e
1+ e

1)a)Etudier les variations de f

b) Montrer que la courbe C de f admet un point
d’inflexion dont on déterminera les coordonnées.
Tracer C de f.

2)a)Montrer que f est une bijection de IR sur un
intervalle J a préciser.

b) Soitg la fonction réciproque de f et (C’) sa courbe.

In (1

B)1)Soit ¢ la fonctlon définie par :@(x)= f(x)-x ; Etudier
les variations de ¢ et montrer qu’il existe un réel unique
o tel que (p(OL)_O et In2<a<1

Montrer que g(x)=5 5), X € J et tracer C’.

2) On pose | =

2
a)En utilisant une intégration par partie, Calculer I.
b) En déduire en fonction de a, I'aire de la partie (K) du
plan limitée par les courbes (C) et (C’) et les deux
axes.
3) On définit la suite (u,) par :up=0 et u .= f (u,),nelN
a)Montrer que VnelN, 0 <u, < a
b) Etudier le sens de variation de (uy).
En déduire que (u,) est convergente et calculer sa
limite.

- 1T
c) Soit (Va), V”_a-unuj f(x)dx , vnelN

Mque un+1 < v, < a, VnelN, En déduire la lim v,,.
Exercice 49:

A) Soit f(x)—— X € ]0,2]
on désigne par C sa courbe représentative.
1) Etudier f et construire sa courbe C.

2) Vérifi el £ ], fix)= Sl
) Vérifier que Vxe] ’2]’ (x)= 2tan(£)

puis déduire une primitive de f sur]O,2 ]

3) Calculer la mesure de l'aire de la partie du plan
limitée par la courbe C et les droites d’équations
T

T
—etx=2%

y=0, x=5 2

4)a)que f est une bijection de]O,g] sur [1, +oof
b) Soit g = -1, calculer g(1), g(\/2) et g(2).

¢)M que g est dérivable sur ]1, +oof et g'(x)=

-1
x\/x%-1

Inx

o et

1)a)Mque F est dérivable sur]1, +oof et calculer F’(x).

B) Soit F(x x € |1, +oof

b)En déduire que ¥xe]1, +oof on a : F(x)= %- g(x).

c) Trouver lim F(x) en +oo et lim F(x) en 1.
Exercice 50:

A)Soit f (x)=In(e*+1)

1)Etudier les variations de f,

2)a) Montrer que f(x)=x+In(e™+1)

b) Déduire de ce qui précéde que la courbe C de f
admet deux asymptotes dont on déterminera les
équations

3) Construire la courbe C de f.

jf(t)dt

1) Montrer que F est dérivable sur IR et déterminer le
sens de variation de F.

2) a) Montrer que V t >0, In (1+t) <t,

établir alors que pour tout x <0, F(x) > -1.

b) Montrer que, en effectuant une intégration par parties

0
que F(x)= x In (e*+1) +.[ dt

B) Soit F(x

e +1

0
c) CaIcuIerj te'dt.

te'
e +1

d) Donner un encadrement de F(x) pour x <0,
puis déduire limF(x) en -«

dt < (1-x)e*-1

Montrer alors que Vx<0, J'

3)a) Mque VxelIR, on a : F(x X§ jln(l+e )dt

b) En déduire limF(x) en +« et lim ﬂx—l en +e

4) Donner l'allure de la courbe C’ de F.
Exercice 51:

1)Soit h(x) = x - Inx, x >0

a)Etudier les variations de h

b)En déduire que h(x) 21, pour tout x >0

2)Soit : | ) =

;x>0
X — Inx

f(0)=0

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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a)Mque f est continue sur IR+
b)f est-elle dérivable en 0+
c)Construire f.

3)Soit v la suite définie par v,= | tf(t)dt, n>0

S S——

a)Mque pour tout t >0, f(t)<t
b)Mque la suite v est croissante.
c)En déduire que la duite v est convergente et que

. 1
O0<lim vn<sz
n®+ ¥ 2

4)Soit la suite w définie par : wn=Itf(t)dt, n>0
1

a)Mque pour toutt 21 ; f(t)<1+In(t)

En déduire que w,<nIn(n);n>0

b)Calculer jl + mdt puis montrer que pour tout

t
1
entier ntelque n 25 ; n < w, < nin(n)
c)En déduire lim (wn)
n®+ ¥

Exercice 52:
Pour tout n >0 et pour tout x réel négatif, on pose

0
Fa()= |

ent
1+¢'

1)a)Calculer F,(x) et déduire que lim F4(x)=In(2)

dt

2x X

—x__¢©
=€ Tier)

b)Calculer }im Fa(x) ; ( 116

2)a)Mque pour tout n >0, on a :F.1(X)+F(x) = % (1-e™)

b)Mque par récurrence sur IN, que F,(x) admet une
limite finie lorsque x tends vers -c.
On pose dans la suite R,= lim F(x)

3)a)Vérifier que pour toutt <0, 2e'< 1 + e'< 2
b)Mque pour tout entier n >2 et pour tout réel x =0,

i _aX _an-1)x
ona.2n(1e)an(x)s (1-e™7%)

1
2(n-1)
c)En déduire un encadrement de R, pour n =2

4)Pour tout réel négatif x et pour tout entier n>0,
0

on pose : G,(x)=(-1 )”J'e'“dt

a)Calculer G,(x) et mque lim Gy(x)= %)—
b)Mque G1(X)+Ga(X)+...+Gy(X)= -F1(x)+(-1)"Fer(X)

n _1 k-1
5)On pose, pour tout entier n>0, u, = Z%
k=1
a)Mque u,=In(2) + (-1)""Ry+1
b)Mque la suite (u,) est convergente et trouver sa limite
Exercice 53:

Soit f(x)=/1+xe™;x =-1

1)a)Etudier la dérivabilité de f en -1+

b)Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
c)Calculer la limite de f en +x

d) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2)Dresser le tableau de variation de f.

3)Donner une équation de la tangente a Cf au point
d’abscisse 0.

4)Mque I'équation f(x)=x admet une unique solution o

dans ]-%, +oo[ et que a € ]%, 10

5)Tracer la courbe C de f
6)a)Mque 1+x < €, pour tout réel x

X

b)En déduire que V x=-1, on a: f(x) < e?
A
7)Soit 1. 21 et S(1)= j f(x)dx
1
a)Donner une interprétation graphique du réel S(1)
b)Mque pour tout A=1, on a: 0< S(A) < 2
NE

Exercice 54:

1)Soit f(x) =x + In(z=

2x+1)

a)Etudier les variations de f
b)Mque la droite A :y = x - In2 est asymptote a C
Etudier la position de Cf par rapport a A

¢c)Mque I'équation f(x)=0 admet une seule solution a
et que ae]1, %[

2)Soit g(x)= (2x+1)e™

a)Etudier les variations de g et Tracer la courbe de g
b)Soit b >0. Déterminer I'aire A(b) de la partie du plan
limitée par 'axe des abscisses, I'axe des ordonnées, la
courbe Cg et la droite :x=b

c)L’aire A(b) admet-elle une limite qd b tend vers +©
3)Mque a est solution de I'équation g(x)=x

5

4)Mque si 1s x < % alors 1 =g(x) < 1

5)a)En étudiant le signe de g” et les variations de g’,

5, 1_, 1
montrer que pour tout x €[1 1 ], - > <g'(x) < >

b
b)En encadrant Ig(x)dx ,

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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dem que V a et b dans [1,%], g(b)-g(a)|s% |b-al

6)Soit u la suite définie par : up=1 et uy.1=g(u,), neIN
a)Mque pour tout n; 1 < u, s%
b)Prouver que pour tout n, | Uns1- O | < %| un-oc|

En déduire que pour toutn; |u,- a|< 2%2

Quelle est la limite de la suite (u,) ?
c)Déterminer un entier p tel que u, soit une valeur
approchée a 10 prés de o et donner une valeur.

Exercice 55
Soit n un entier naturel non nul.
On appelle f, la fonction définie sur IR+ par
f.(x) = In(1+x") et on pose u,= f01 In (1 4+ x™)dx
1) a) Etudier les variations de f; sur IR+

b) A I'aide d’une intégration par parties calculer u; .

Interpréter graphiquement u;.

2) a) Montrer que pour tout entier naturel non nul,
ona:0=<u,<In(2)

b) Etudier la monotonie de (u,)

c) En déduire que la suite (u,) est convergente
3) a) Montrer que pour tout x 2 0 ; In(1+x) < x

b) En déduire la limite de la suite (u,)
Exercice61

Partie A : Lecture graphique
e
|
\

|
|

II
| T
I

On donne dans un repére orthonormé, les courbes C
et I représentatives de deux fonctions définies sur R.
On sait que l'une de ces fonctions est la fonction
dérivée de l'autre, on peut donc les noterg et g’
1) a- Associer a chacune des fonctions g et g’ sa
représentation graphique.

b- Dresser le tableau de variation de g.
2) Ecrire I'’équation de la tangente a C au point
d’abscisse 0.
Partie C

Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = (% +2x+2)e ™.

1) Déterminer les limites de f en +« et en -«.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Dans un repére orthonormé (O,i,j) , on note C’ la
représentation  graphique de f.
a. Déterminer les points d’inflexion de C’.
b. Tracer C’ dans le repére (O,i,j)

4) a. Déterminer les trois réels a, b et c tels que la

fonction F définie par :F(x) = (ax® +bx+c)e™

soit une primitive R de la fonction f.
b. Soit a un réel positif. Calculer en cm? I'aire notée
A(a) de la partie du plan comprise entre
'axe des abscisses, la courbe C' et les droites
d’équations respectives x =0 et x = a.
EXERCICE 56
Pour tout entier naturel risupérieur ou égal a 1, on
désigne par fn la fonction définie sur IR par: f,(x) =
x"e™*
On note C, sa courbe représentative dans un repére
orthogonal ( O, i, j) du plan.
Partie A |’ e
b
Surle
graphique
ci-contre, on a
représenté
une
courbe
Ck ou k est %
un entier naturel
non nul, sa tangente Ty
au point d'abscisse 1 et la courbe C; .
La droite Ty coupe I'axe des abscisses au point A de
coordonnées ( %, 0).
1. a) Déterminer les limites de la fonction f1 en et
en .
b) Etudier les variations de la fonction f1 et dresser le
tableau de variations de 1.
c)A l'aide du graphique, justifier que k est un entier
supérieur ou égal a 2.
2. a) Démontrer que pour n = 1, toutes les courbes
Cn passent par le point O et un autre point dont on
donnera les coordonnées.
b) Vérifier que pour tout entier naturel n supérieur ou
égal a 2, et pour tout réel x,
f'(x) =x"t(n—x)e ™.
3. Sur le graphique, la fonction f; semble admettre un
maximum atteint pour x = 3.
Valider cette conjecture a I'aide d'une démonstration.
4. a) Démontrer que la droite Ty coupe I'axe des

. . . k-2
abscisses au point de coordonnées G 0).
b) En déduire, a l'aide des données de I'énoncé, la

t

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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valeur de l'entier k.
Partie B
On désigne par (In)la suite définie pour tout entier n

- . N 1 —
supérieur ou égala 1 parl,, = fo x"e *dx

¥
5

6] 6y 6y
Bro :
:

1. Calculer I1.

2.Sur le graphique ci-dessus, on a représenté les
portions des courbes C4, C,, C3,C10,Co, Cs3
comprises dans la bande définie par0 < x < 1.

a) Formuler une conjecture sur le sens de variation de
la suite (I, ) en décrivant sa démarche.

b) Démontrer cette conjecture.

¢) En déduire que la suite (l,) est convergente.

d) Déterminer lim( I, ).

EXERCICE 57 -

Soit f la fonction définie sur IR+ par f(x)=x +e™ On
note (C) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormal ( O, i, j ). Partie A
1. Etudier les variations de la fonction f sur IR+.

2. Déterminer la limite de fen

3. Montrer que ( C ) admet une asymptote oblique
dont on précisera une équation.

Partie B On considére la suite (u, ) a termes positifs
définie sur IN* par : U1 =
0 et, pour tout entier naturel n non nul,u,,.; = f(u,) =
u, +e 4" 1.
Démontrer que, pour tout réel x positif,

In(1+x) < x.

On pourra étudier la fonction g définie sur IR+ par g(x)
= X — In(1+x).

2. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,
In(n+1) < In(n) +

3. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul,
f(In(n) = In(n) +1/n.

4. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n non nul, In(n) < u,,.

5. En déduire la limite de la suite (u,):

Dans la suite de I'exercice, on admet que, pour tout
entier n supérieur ou égal a 2

Uy S 145+ 4

n-1
6. a) Démontrer que, pour tout entier ksupérieur ou

égala2,ona: % < :’_édx.

b) En déduire que, pour tout entier
2,ona:u, <1+In(n-1).

7. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a montré
queIn(n) <u, <1+Inn-1).

, . u
Démontrer que la suite (ln(';l)) pour n = converge vers 1.

supérieur ou égal a

Exercice 58

L’espace étant rapporté a un ‘
repére orthonormé direct b ( K
(0,0A,0C,0D ), on considére
le cube OABCDEFG. I — 8
Onnote I,JetK e
sont les milieux des arétes R
[OA], [OC] et [BF]. ° A

1)a- Déterminer
les composantes du vecteur Di A DJ

b- En déduire qu’ une équation cartésienne du plan
P=(DIJ) est: 2x+2y+ z—1=0
2) a- Montrer que la droite (OK) est perpendiculaire au
plan P.
b- Soit S la sphére de centre K passant par O.
Montrer que S et P sont sécants suivant un cercle C
dont on déterminera le centre H et le rayon.
3) Soit Q le point d’intersection des droites (OK) et(BD)

et S’ sphére de centre et passant par O
2 1

a- Vérifierque Q ( % '3 ,5).
b- Déterminer le rapport de 'homothétie de centre O
qui transforme S en S'.
c- Soit Q le plan paralléle a P passant par O.
Montrer que Q est tangent a la sphére S en O.
Déduire la position relative de la sphére S’ et du plan
Q

E)-(ercice 59 :

L’espace est muni d’un repére orthonormé direct

> - —

(O, i,j,k) .Ondonne les points :
A(-2,1,1);B(2,0,-2)etC(2,1,-1)

1)a) Déterminer les composantes du vecteur AB A AC
b)En déduire qu’une équation du plan P passant par A ,
BetC est:x—2y+2z+2=0

2)S ={M(x,y,z),x*+y*+2>—-2x+4y+4z+5=0}
a)Montrer que S est une sphére dont on précisera le
centre | et le rayon R

b)Montrer que SN P est uncercle que lI'on
caractérisera.

3)Soit h I'application de I'espace dans lui-méme ,

qui a tout point M le point M’ ( X',y’, 2’ ) tel que

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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X'=—-2x+3 b) Exprimer, en fonction de t, la probabilité
\ P(T > t) qu'une poupée n’ait aucune
y'=-2y-6 défaillance pendant t années.
7'=-27z-6 2) J'ai acheté une poupée. On note A I''evénement : “la

a)Montrer que h est une homothétie de centre | dont
on déterminera le rapport

b)Donner une équation cartésienne du plan P ‘ image
du plan P par h

c)Quelle est la position relative de P ‘et S .

d)Calculer le volume du tétraédre ABC | et en déduire
le volume de son image par h

Exercice 60:

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires
indiscernables au toucher.

1)On effectue trois tirages successifs au hasard d’'une
boule selon la procédure suivante : aprés chaque
tirage si la boule tirée est blanche, on la remet dans
'urne et si elle est noire, on ne la remet pas dans
'urne. On désigne pr X la variable aléatoire égale au
nombre de boules noires obtenues a l'issue des trois
tirages. On pourra s’aider d’'un arbre pondéré.
a)Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)Donner la loi de probabilité de X.

2)On effectue maintenant n tirages successifs au
hasard d’'une boule dans 'urne selon la méme
procédure : aprés chaque tirage, si la boule tirée est
blanche on la remet dans l'urne et si elle est noire, on
ne la remet dans l'urne. Soit 1
< k < n et N: la k-ieme boule tirée est noire et toutes

les autres sont blanches. A
On obtient une boule blanche dans chacun des k-1
premiers tirages et une boule noire au k-iéme. B:

On obtient une boule blanche dans chacun des n-k
derniers tirages.

Calculer p(A), p(B/A) et p(N).

Exercice 61

Un fabricant de jouets vend un modéle de poupée qui
"parle et marche” grace a un mécanisme électronique.
On appelle “durée de vie” d’'une poupée le temps

pendant lequel le mécanisme fonctionne correctement
avant la premiére défaillance.

La variable aléatoire T , représentant la durée de vie
exprimée en années d’'une poupée prise au hasard
dans la production, suit une loi exponentielle de

paramétre %
1) a) Déterminer la probabilité p qu’'une poupée ne
fonctionne plus au bout d’'une année.

poupée n’a aucune défaillance

pendant une année” et B I'evénement : “la poupée n’a
aucune défaillance pendant trois ans”.

a) Déterminer les probabilités P(A) et P(B) des
événements A et B.

b) Sachant que la poupée fonctionne parfaitement au
bout d’'un an,quelle est la probabilité que la poupée
fonctionne encore au bout de trois ans ?

3) Le fabricant garantit les poupées pendant un an et
s’engage a rembourser les poupées défectueuses.

a) Donner une valeur approchée & 1072 prés du
pourcentage de poupées rembourseées.

b) Quelle durée de garantie maximale t, devrait
proposer le fabricant pour qu’il ne rembourse pas plus
de 8% des poupées vendues ?

4) Un commercant achéte un lot de trois poupées et le
fabricant offre, pour chaque poupée, une garantie d’'une
année. Soit X la variable aléatoire représentant le
nombre de poupées remboursées sur ce lot.

a)Donner la loi de probabilité de X. Les probabilités
seront exprimées en fonction de p.

b) Déterminer, en fonction de p, 'espérance
mathématique E(X) de la variable X.
EXERCICE 62
Les parties A et B sont indépendantes
Partie A Une salle informatique d'un établissement
scolaire est équipée de 25 ordinateurs dont 3 sont
défectueux. Tous les ordinateurs ont la méme
probabilité d'étre choisis.
On choisit au hasard deux ordinateurs de cette salle.
Quelle est la probabilité que ces deux ordinateurs soient
défectueux ?
Partie B La durée de vie d'un ordinateur (c'est-a-dire la
durée de fonctionnement avant la premiere panne), est
une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle de
paramétre A > 0 .
Ainsi, pour tout réel t positif, la probabilité qu'un
ordinateur ait une durée de vie inférieure a t années,
notée p ( X <t), est donnée par:
p(X<t) = [ 2e M dx.
1. Déterminer A sachant que p(X>5)=0.4.
2. Dans cette question, on prendra 1 =0.18.
Sachant qu'un ordinateur n'a pas eu de panne au cours
des 3 premiéres années, quelle est, a 103 pres, la
probabilité qu'il ait une durée de vie supérieure a 5 ans
5
3. Dans cette question, on admet que la durée de vie
d'un ordinateur est indépendante de celle des autres et
que p(X>5)=04.

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.
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a) On considére un lot de 10 ordinateurs.

Quelle est la probabilité que, dans ce lot, I'un au moins

des ordinateurs ait une durée de vie supérieure a 5 ans

? On donnera une valeur arrondie au milliéme de cette

probabilité.

b) Quel nombre minimal d'ordinateurs doit-on choisir

pour que la probabilité de I'événement «l'un au moins

d'entre eux a une durée de vie supérieure a 5 ans» soit

supérieure a 0,999 ?

EXERCICE 63 -

Pour chaque question, une seule des réponses est

exacte.

Le candidat portera sur sa copie, sans justification, le

numéro de la question et la lettre correspondant a la

réponse choisie.

Il sera attribué 0,5 point si la réponse est exacte,

0 sinon.

1. Un magasin de matériel informatique vend deux

modeéles d'ordinateur au méme prix et de marques M

et Mz. Les deux ordinateurs ont les mémes

caractéristiques et sont proposés en deux couleurs :

noir et blanc.

D'aprés une étude sur les ventes de ces deux

modeles, 70% des acheteurs ont choisi l'ordinateur M

et, parmi eux, 60% ont préféré la couleur noire. Par

ailleurs, 20% des clients ayant acheté un ordinateur M
I'ont choisi de couleur blanche.

On utilise la liste des clients ayant acheté I'un ou l'autre

des ordinateurs précédemment cités et on choisit un

client au hasard.

a) La probabilité qu'un client choisi au hasard ait

acheté un ordinateur Mz de couleur noire est :

A: B: C: D:
b) La probabilité qu'un client choisi au hasard ait
acheté un ordinateur de couleur noire est :

A: B: C: D:
c) Le client a choisi un ordinateur de couleur noire. La
probabilité qu'il soit de marque Mz est :

A: B: C: D:
2. Une urne contient 4 boules jaunes, 2 boules rouges
et 3 boules bleues.
Les boules sont indiscernables au toucher.
L'expérience consiste a tirer au hasard et
simultanément 3 boules de I'urne.
a) La probabilité d'obtenir trois boules de méme
couleur est :

A: B: C: D:

La vie n’est bonne qu'a étudier et d enseigner les mathématiques.

b) La probabilité d'obtenir trois boules de trois couleurs
différentes est :

A: B: C: D:
c) On répéte plusieurs fois I'expérience, de maniére
indépendante, en remettant a chaque fois les trois
boules dans l'urne. Le nombre minimal d'expériences a
réaliser pour que la probabilité de I'événement « obtenir
au moins une fois trois boules jaunes »{} soit supérieure

ou égale a 0,99 est :
A:76 B:71 C:

95 D:9%4
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