Lycée Pilote de L’ Ariana SIMILITUDES 4eme Math
MR; LATRACH. L'amitié est la similitude des dmes. [Alcuin] 2011/2012

Dans le plan orienté, on considere un rectangle ABCD tel
Exercice 1

Répondre par Vrai ou Faux. Aucune justification
n’est demandée.

1° Soit f une similitude directe de rapport V3 et
T
d’angle —.
9 2

a) f o f est une homothétie de rapport 3
b) f o f est une homothétie de rapport — 3
2° Soit ABCD un carré de centre O
et soit M, N, P, Q les milieux respectifs des cotés
[AB], [BC],[CD] et [DA].
Soit E 'ensemble des similitudes directes qui
envoient ABCD sur MNPQ
a) Tous les éléments de E fixent le méme point
b) Tous les éléments de E ont le méme rapport.
c) E contient exactement 4 éléments.
Exercice :2
Soit ABC un triangle rectangle isocele direct de
sommet principal A. On note D = Sc(A) etc la
similitude directe qui transforme D en C et C en B.
1)a)Expliquer pourquoi o admet un centre que 'on
nommera Q.
b)Déterminer le rapport et 'angle de o
2)Quelle est 'image de la droite (AC) par .
3)Démontrer que le triangle QCB est rectangle
isocéle.
En déduire une construction géométrique du pt Q.
Exercice 3
Soit ABC un triangle rectangle et isocéle tel que

(E , E) = g[Zn] et soit D le symétrique de C

par rapport a A.

| — Soit f la similitude directe qui envoie A sur B et B

sur D.

1° a)Faire une figure.
b)Calculer le rapport et I'angle de f.
c)Montrer que f(D) = C.

2° On désigne par O le centre de f.
a)Caractériser f o f.
b)En déduire une construction de O. Justifier.

3° Soit C, et C, les cercles de diametres respectifs

[OA] et [OB] et soit K leur

second point d’intersection. (AC) recoupe C, en |.

(BC) recoupe C, en J.

a)Montrer que K € (AB)

b)Montrer que f(l) = J

c)Prouver alors que |, J et K sont alignés.
Exercice 4:

que (AB, AD) =3 (211)

et AB =2AD.|1=A*B, O=B *D et le cercle circonscrit
au rectangle ABCD

Soit f la similitude directe qui transforme B en | et | en D.
1) Déterminer le rapport de f et un mesure de son angle.

2) Soit S = S( c,\/é,%)

a) Montrer que S(B ) =I

b) Montrer que foS™ = Iy,

c) En déduire quef=S

3) Soit A’=f( A ). Montrer que D est le milieu de
[A’'l].Construire alors le point A’.

4) La demi- droite [CA’) recoupe () en O’.
a)Calculer CO’ et CA’ en fonction de CA.

b) En déduire que O’est le milieu de [CA’]

¢) Prouver alors que O’ =f ( O ).TN2000
Exercice 5 : (5 points)

Dans le plan orienté, on considére un carré direct
AKJI de centre O et on désigne par C et B les
symetriques du point A respectivement par rapport a |
et K.

1) Faire une figure
2) On pose f=h,) oty

Déterminer f (C) puis Caractériser f.

3) Soit g la similitude indirecte qui transforme A en | et
BenJ.

a) Déterminer les images par g des droites (KJ) et
(BJ) .

b) Déduire que g(J) = O
4) a) Montrer que g admet un centre qu’on notera Q2

b) Montrer que (2 est le barycentre des points
pondérés (O, 4) et (B, -1)

puis construire Q.
5) On désigne par A la médiatrice du [Al], On pose
W = ha,-2) 0 Sy

a) Montrer que y =fo S,

b) Donner alors la nature et les éléments
caracteristiques de .

Exercice 6 : (4 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé (O, u, v); unité graphique 8 cm
On considere la transformation f du plan dans lui-
méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’

d’affixe z’ telle que z' = g(—l +i)z

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.

Page 1



http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=amitie
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=similitude
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=ames
http://www.evene.fr/celebre/biographie/alcuin-999.php

4°me Math
2011/2012

SIMILITUDES

L'amitié est la similitude des dmes. [Alcuin]

Lycée Pilote de L Ariana
MR; LATRACH.

et (BO).

c-Déduire que f a pour centre B.

2) Soit g-= fo S(Ac)

a-Mque g admet un seul point invariant qu’on notera O.
b-Mqgue gog est une homothétie que I'on caractérisera.
c-Déterminer g(D) et g(A)

d-En déduire que le centre QQ de g appartient a (AB)
e-Exprimer Q comme barycentre de A et B,

puis construire Q.

Exercice 9:

Dans un plan orienté, on considére un carré ABCD de

—_— — T L.
centre O tel que: (AB, AD) = > (2m). On désigne par | et

1) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de f.
2) On définit la suite de points (M,) de la fagon
suivante :
Mo est le point d’affixe zo = 1 et, pour tout entier
naturel N, Mp+1 = (Mp).
On note z, I'affixe du point M,.

a) Justifier que, pour tout entier naturel n,

1\ 307

= (3) e

b) Construire les points Mg, M1, M2, M3 et Mg.
3) Soient n et p deux entiers naturels.

A quelle condition sur n et p les points O, M,
et Mp sont alignés ?
Exercice n°7 :

J les milieux respectifs de [ AB ] et [ BC].
1°) a/ Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui
envoie A sur C et B sur D. Caractériser f.
b/ Soit g 'antidéplacement qui envoie A sur C et B sur D.
Déterminer (g of)( C) et (g o f)(D).
Caractériser gof.
¢/ Déduire la forme réduite de g.
On désigne par J, O; et O; les milieux respectifs des 2°) Soit S la similitude directe qui envoie A sur B
segments [OA], [IB] et [OC]. O’ est le symétrique de et D sur .
O par rapport a C. al Déterminer le rapport et 'angle de S. Construire son

Dans le plan orienté, on considére le carré direct

OABC de centre | tel que (&f &) = %(27[).

1)Soit S la similitude directe qui envoie Ben O et C centre Q.
en B. b/ déterminer les images des droites ( AC ) et
(CD) par S.

Mgue S t /2 et o =%
a)Mgue S a pour rappor €l pourangie 4 ~ ENdeéduire que le triangle OQC est rectangle.

b)Montrer que S(I) = C. ¢/ Déterminer I'image du carré ABCD par S.

2)Préciser S o S(C) et S o S(I) et en déduire une d/ M que les points A, Q et J sont alignés. ( TN 95

construction du centre Q de S. Exercice 10: . . o
3)On note ¢ le cercle de diamétre [IB] On considére dans un plan P orienté un triangle équilatéral

ABC de sens direct. On désigne par | et J les milieux

a)Déterminer - l'image de 4 par S.

b)La droite (BJ) recoupe le cercle £ en E.

Soit F = S(E). Montrer que |, E et F sont alignés.
4)Soit f la similitude indirecte qui envoie B en O
etCenB

a)Déterminer le rapport de fet (fo f)(C).
b)En déduire que f a pour centre O’.
Construire I'axe A de f.

5)SoitF’'= f(E) et g=fo S*

a)Déterminer g(O) et g(B). Caractériser g.
b)Prouver que F ‘ = Sog) (F).

Exercice 8:

ABC est un triangle rectangle en B tel que

( AB,AC)= %(Zn), soit D le symétrique de B par

rapport a (AC) et O le milieu de [AC ]

Soit f la similitude directe telle que f(A)=D et f(O)=C
a-Déterminer le rapport de f et une mesure de son

l'angle .
b-Déterminer les images par f des droites (AB)

respectifs de [ AB ] et [ AC ] et par D le symétrique de A
par rapport a C.
1°) Soit f 'antidéplacement de P tel que ;
f(C)=Aetf(A)=B.
Montrer que f est une symétrie glissante dont on
déterminera I'axe et le vecteur.
2°) Soit g la similitude directe telle que :
g(B)=Detg(l)=C.
Montrer que g (A) = A et déterminer les éléments
caractéristiques de g.
3°) Soit Q le point défini par QA+2QI1 =0
a Justifier que (f o g ) est une similitude indirecte.
b Déterminer (fog)(l)et(fog)(A).

- -> -
¢/ Vérifier que QB+2QA =0 .

En déduire que (fog) (Q) = Q.

4°) a- Déterminer le rapport de la similitude (fo g).
b- Montrer que 'axe de la similitude (fo g ) est la
perpendiculaire en Q a la droite (AB ). (TN 95)
Exercice 11:

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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ABCD est un losange de centre O tel que b) Déterminer les images des droites (CI) et (DC) par S.
—_—— c¢) Déduire que C est le centre de S.

(AB,AD)= % [2r] Onpose I=A*B,J=A*D 2) On désigne par A la médiatrice du segment [CD],
on pose f=S5,0 S, .

a)Montrer que f est une symétrie glissante que I'on
caractérisera.

b)Veérifier que f(K)=C.

3)0Onposeg=fo S

a)Montrer que g est. une similitude indirecte dont on
précisera le rapport.

b)On désigne par Q le centre de g et par d son axe.

et G le centre de gravité du triangle ABD.

1) Soit f la similitude directe : f (D) =letf(B)=A
a)Déterminer I'angle et le rapport de f.

b) On désigne par Q le centre de f.

Montrer que Q appartient au cercle circonscrit a BID
et au cercle circonscrit a ABG. Construire Q.

2) Soit o la similitude indirecte telle que

o(1)=Deto(O)=Ceth=0c0 Snc Montrer que g o g est une homothétie que I'on précisera.
a)Déterminerh (O ) eth (J). c)Donner g(D) et g( C ) puis construire le centre Q de S.
b) Caractériser alors h puis c. d)Montrer que I'axe d est la médiatrice du segment [EC]
3)) Caractériser I'application ¢ o f. oOUD=Q*E

Exercice 12: Exercice 14 :

Dans le plan orienté on donne un triangle rectangle Sgit dans le plan orienté, un losange ABCD tel que

OAB tel que OA=20B et (OA, OB )=I1/2(211), (E,B) = g (2n ) etAB>6(encm)

on désigne par | = O*A et J=0*B

1)Soit S la similitude directe qui transforme O en A
etBenO.

a)Déterminer I'angle et le rapport de S

b)Sot Q le centre de S, montrer que Q est le projeté
orthogonal de O sur la droite (AB)

c)Montrer que S(J)=I, en déduire que les droites
(€2J) et (€2I) sont orthogonales

2)La perpendiculaire de (OA) en A coupe

la droite (QQJ) en C b — montrer , -
: - g n’est pas une symétrie orthogonale.
g)I\E/Ior(ljt[(e;r _queSSI((OA)) =(AC) ¢ — donner la nature de g et donner sa forme réduite.
JEn déduire S(1) o 3)Soit h = h(D, %2), on pose S= Roh.
C)M que le cercle de diametre [IC] passe par O Soient C le cercle circonscrit au triangle BCD,

?(’))i?]'tﬁ g’; ;'rgﬂ'tgde indirecte qui transforme C le cercle circonscrit au triangle DKL et E le point
. , ) diamétralement opposé a D dans le cercle C.
a)Déterminer poo(B . )
b;Montrer ue(p (Zl(dr%et une centre Q' et que a)Déterminer S(B), S(C) et S(E)
que @ q b)Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S.

O'<(AB) ; o ,
c)Montrer que o(Q)est le point K le symétrique de Q c)Montrer que € est le cercle de diameétre [DO]

Soit R la rotation de centre D et d’angle -n/3.

I, J, K et L sont les milieux respectifs des segments [AB],
[BC], [AD] et [AC] . Soit O le centre du cercle circonscrit au
triangle BCD et O’ le centre du cercle circonscrit au
triangle ABD.

1°) Soit f = Spa 0 R , étudier la nature et le éléments
caractéristiques de f.

2°) Soitg =R 0 Sgc

a—déterminerg (B)etg (C).

par rapport a (OA) géﬁrzgélfn triangle rectangle et isocéle tel que

d)Mgue Q' e(OK),construire alors O’ et 'axe A de ¢. BN 9 9 q

Exercice 13: (BA,BC)= T [27]

Dans un plan orienté, on considéere un tringle ’ 2 '

équilatéral On désigne par 1, J et O les milieux respectifs de
——> [AB],[BC]et[AC].

CKB tel que ( BC, BK )=§ [27] et A = K*B. Les demi-droites [Ol) et [OJ) coupent le cercle de

N diamétre [AC]
Soit D le point du plan tel que AD =BC . respectivementen A'et B'.
On désigne par O et | les milieux respectifs des 1) Soit r la rotation de centre O et d’angle z

segments [AC] et [AD]. 4

1)Soit S la similitude directe tel que

S(1)=B et S(D)=K ] 2) Soit h 'homothétie de centre O et de rapport V2
a)Donner son angle et évaluer son rapport. 2

Déterminer r(A) et r(B).

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques. Page 3
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Ol _0J _42
OA OB 2

b) En déduire h(A’) et h(B’)

3) On désigne par S la similitude directe qui
transforme AenletBen J.

a) Montrerque S =hor.

b) En déduire les éléments caractéristiques de S.
4) Soient ¢ la similitude indirecte qui transforme | en
BetJenCetg=¢0S.

a) Montrer que g est un antidéplacement

b) Déterminerg (A)etg(B)

c) Donner la nature de g puis la caractériser.
Exercice 16:TN 2005
Soit ABC un triangle rectangle en B tel que

— — .
(BC ;BA)=7[2n] , AB=3etBC=4

1)Soit f la similitude directe tel que f(A)=B et f(B)=C.
a)Déterminer I'angle et le rapport de f.

b)Soit H le projeté orthogonal de B sur (AC).
Montrer que H est le centre de f.

2)Soit D=f(C)

a)Montrer que D appartient a la droite (BH)
b)Construire le point D.

3)Soit g la similitude indirecte qui transforme A en B
et B en C. On désigne par Q le centre de g.
a)Montrer que fog™ = Sgg).

b)Soit E=g( C ). Déterminer S, (E)

Construire alors le point E.

c)Préciser la nature de gog. Montrer que Q
appartient a la droite (AC) ainsi qu’a la droite (BE).
d)Construire le point Q2 et I'axe A de la similitude g.
Exercice 17:

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC

—_— .
rectangle en A et tel que (BC ,BA) = 3 [27].

a) Montrer que :

Soit D le point du plan tel que AD=BC etK le
symétrique de B par raport a A.

On désigne par O, | et J les milieux respectifs des
segments [AC], [BC] et [AD]

1)Soit S la similitude directe du plan telle que
S(J)=B et S(D)=K

a)Donner une mesure de I'angle de S.

b)Donner le rapport de S.

c)Montrer que le centre de Sest C .

2)Soit A’'le symétrique de D par rapporta C et f
'antidéplacement du plan qui transforme D en A
etAenA’

a) Montrer que f est une symétrie glissante dont on
déterminera les éléments caractéristiques.

b)Montrer que f(K)=C

3)On pose g=fos

a)Montrer que g est une similitude indirecte dont on
précisera le rapport.

b)On désigne par A I'axe de g et par Q son centre.
que gog est 'homothétie de centre Q et de rapport 4.
Veérifier que gog(D)=B

c)Donner une construction de I'axe A de g.

Exercice 18:( LPG)
Le plan orienté dans le sens direct.
On considére un triangle équilatéral direct BCK
et on désigne par A, O et | les milieux respectifs
de [KB], [AC] et [AD] ou D est le point tel que : AD=BC.
1°) Soit S la similitude directe qui transforme |1 en B et D en
K.
a) Déterminer I'angle et le rapport de S
b) Déterminer les images par S des droites (CI) et
(DC).
¢) En déduire que C est le centre de S.
2°) On désigne par Sp la symétrie centrale de centre O et
par S, la symétrie orthogonale d’axe A médiatrice du
segment [CD]. On pose f=So0S,.
a) Montrer que le quadrilatére ACDK est un rectangle.
b) Montrer que f(C ) = B et que f(K) = C.
¢) En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de f.
3°)Onposeg=fo S
a) Montrer que g est une similitude indirecte dont on
précisera le rapport.
b) Déterminer gog(D) .
c) Soit Q le centre de g.
Montrer que Q est le barycentre des points pondérés
(D,-4)et(B,1)
d) Soit A’ 'axe de g. Montrer que A’ est la médiatrice du
segment [CE] ou E = Sp(Q).
Exercice 19 :(LPA)
Le plan est orienté dans le sens direct.
Soit ABCD un carré direct de centre O et soit f la similitude
directe qui transforme B en O et A en D.
1) a)Déterminer le rapport et I'angle de f.
b)Vérifier que C est le centre de f .

1
2) Soit o un réel non nul (pour la figure a. = g).

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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On considére les points M et N
définis par AM = a.AB et AN = (2 — a)AD
et on note | le milieu de [MN]
a) Montrer que DI = o DO.
(On remarquera que 2DI=DM+DN)
b) En déduire que f(M) = I.
3) On suppose o # 2.

Le cercle de centre | passant par C recoupe la droite

(CD) en un point E.
On consideére la similitude directe g de centre A, de

rapport V2 et d’angle %

a)Montrer que le triangle AIE est rectangle en |,
isocele et direct.

b)En déduireque g (1) = E
4) a)Caractériser g o f.

b)Déduire que ME = BD
Exercice 20:( TN 2009)
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC
isocéle et rectangle en A tel que (4B, A_(f)zg (2m)

On désigne par |, J, K et L les milieux respectifs des

segments [AB], [BC], [AC] et [JC]
1)Faire une figure

2)Soit f la similitude directe de centre J, qui envoie A

en K.

a)Déterminer I'angle et le rapport de f
b)Justifier que f(K) =L

c)Soit H le milieu du segment [AJ].

Justifier que f(l) =H

3)On munit le plan du repére orthonormé direct
(A, 4B, AC). Soit ¢ 'application du plan dans

lui-méme qui a tout point M(z) associe le point M’(z’

telque : z' = —(1%)2‘ + %
a)Mgue ¢ est une similitude indirecte de centre C
b)Donner les affixes des points I, K, J et H.
c)Déterminer ¢(l) et ¢(J)

d)Déduire alors que ¢ = foS ).

4)Soit A 'axe de la similitude indirecte ¢

a)Tracer A

b)La droite A coupe les droites (IK) et (HL)
respectivement en P et Q

Montrer que ¢(P) =f ( P ) et en déduire que
o(P)=Q

Exercice 21:( TN 2009)

ABCD est un rectangle de centre O et tel que

(4B, AC) =2 (2m). Le point E désigne le symétrique

du point A par rapport a D.

Soit S la similitude directe de centre C, de rapport%

et d'angle

1)a)Justifier que S(A)=B

b)Montrer que le triangle ACE est équilatéral et en déduire
que S(E)=0

2)Soit | un point du segment [EO], distinct des points O et
E et soit (T") le cercle de centre | et passant par A.

Les droites (AD) et (AB) recoupent le cercle (T)
respectivement en M et P

a)Tracer et placer les points M et P

b)Justifier que le point C appartienta (T")

3)Soit N le projeté orthogonal du point C sur la droite (MP)
a)Montrer que (MP, MC)= Z(@n)

b)En déduire que S(M) =N

4)Montrer que les points B, D et N sont alignés.

Exercice 22

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct
O,u,v).

On prendra pour unité graphique 2 cm.

Soient A et B les points d'affixes respectives
Zpa=ietzg=1+21.

Justifier qu'il existe une unique similitude directe S telle
que: S(O)=AetS (A) =B.

Montrer que |'écriture complexe de S est:
Z=(1-i)z+i.

Préciser les éléments caractéristiques de S

(on notera Q le centre de S).

On considére la suite de points (A, ) telle que:

* Apestlorigine O du repére.

* pour tout entier naturel n, An:1 =S (An).

On note z,, l'affixe de A,.

a) Démontrer que, v n, z,=1—-(1-i)".

b) Déterminer, en fonction de n, les affixes des vecteurs
QA, et A A,

Comparer les normes de ces vecteurs et calculer une
mesure de l'angle (A, O A, Aprq).

¢) En déduire une construction du point An.1 connaissant
le point A,.

Construire les points As et A,.

4) Quels sont les points de la suite (A, ) appartenant a la

droite ( QB )?

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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Exercice n'4 (4 points)

Le plan est onenté dans & sens direct
Dans |annzye o-jointe ( Figure 2 page 3), OAB est un riangle rectangle isccele tel que

OA= 08 & (0A,0B)=~ 21

On désigna par | le mifieus du segmant [AB] et per C et D les symétriques respectfs du: pant | par
rapootaQetdB

Sot { | smikhude dreck quienvie Asur DetQsurC
1 Manier uef st e oot e gl ~.

2) &) Mortrer que O est forthocentrs du triangle ACD.
b) Sait Jle projeté orhogonal du point O sur (AC,
Détemminer les images des crokes ( OF) et | AV) par f et en dédure que ) estle centre d2 la
simifude f
3] Sott g la simitude indirecta de centre |, qui erncie A sw D
3) Viérifier que g est da rappart 2 et daxe (IC). En déduire p|0)
b} Détermine fes mages de C et D par gof . En dadure la nature de gof ™
4) Soit 1'=f{lyet J'=g(J)
2} Déferminer les images des points J et 1' par gof ™
b Montrer que les drodtes (1)), {1')') et (CD) sont conoaurantes.

Exarcice 2 (4 points)

Le plan est orient dans le sens direct

Dans la figure (1) Ge fannexe c-ointe, [AB] et (1] sont deux diamées perpendicuiaires
du cercle (), M est un point variable du carcle (@) el que (WAVE| = %[h] et MBEN et
MXFA sont des carrés de sens direct.
1) Monirer que les poits E, F et M sort alignés.

2) On désigne par ryetr, les rofations da@;ademmfua&

a) Montrer que e ry est 13 symétnie centrale de centre [
b) Déterminer ryer; (E). En déduire que lorsque M varie, [z droite (EF) passe par un point
fiee que I on détermnera.

3 Soasummuwwud'agb%mmmﬁ.
a) Déterminer S (M).
b) Construire le point G image de F par S.
c) Monirer que F est le milieu du segment[KG].

d) En dédure que lorsque M varie, la droite (KF) passe par un point fixe P,
Construre P.

La vie n'est bonne qu'a étudier et 4 enseigner les mathématiques.

Dans la figure ci-contre, ABF st un triangle rectangle isocéle tel

e [ABAF| = 2 ],

Test Je mifieu de [AF] . Les drottes (IB) e1 (AE) s2 coupent en G
¢t EGB estun friangle rectangle isocele en G.

1) Soit £ la similitude directe e centre B, d'angle % dtde

fy
rappont ‘T- . Determiner kes images des points E ¢t F par £
2) Soit g la similitedz directe qui eavole Aen F et Fen B,

. E A x
a) Montrer que ¢ est de rapport +2 efd'angle | -— |
)Mo e gt derppat 2 gl — |

b) Determuner la nature §e goz ef préciser son rapport et son angle.

¢) Monirer quetan ABI =~ En déduire que GB =2 GA.

l
2

d) Fn déduire que G est Je centre de g.

3) Soit r=gof.
: 0w &
3) Montrer qae 1 est la rotation de cenae F et d'angle ——

b} Déterminer rfE). Fn deduire que EFGH estun careé, o0 H est ke mulies de [EB].
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