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Exercice1l

i
On pose I, =I(tanx)“dx ,n e IN*
0

1)a)Justifier 'existence de I,. puis calculer 14 et ..
b)Montrer que I, est une suite décroissante.
c)Déduire que |, est une suite convergente.

2)a)Montrer que I, + 0= n+1 , N e IN*

x 1
b)Montrer que VYneIN¥; 2(n+1)
c)En déduire la limite de I,.
3)Onposef(n)=lna— Iy
a)Calculer f ( n ) en fonction de n, neIN*
b)Calculer f(2) + f(6) + ... +f(4k-2) en fonction de I,
etde |4k+2-

1
< InSn+1

o 1.1 1 1 1
c)En déduire klmo [1-3+5 -7+""4k-1+ + 4k+1]

Exercice :2

Soit A une droite du plan et O un point de A.

On considére la similitude indirecte S de centre O,
d’axe A et de rapport 2.

1)Soit M un point du plan n’appartenant pas a A
a)Construire les points My=S(M) et M,=S(M,)

b)Justifier que les points O, M et M, sont alignés.

2)a)Montrer que (MO, MM ) = (M2M;, MoM ) [21]
b)En déduire que la droite (OM,) est tangente au
cercle circonscrit au triangle MMM,.

3)A, B et C sont trois points non alignés tels que

AB #BC

Construire le centre et I'axe de la similitude indirecte
c telque s(A)=B et o(B)=C

Exercice :3

Soit (E) : 8x+9y=-10

1)a) Vérifier que (1;-2) est une solution de (2)

b) Déduire les solutions de (2)

> > >
2)Soit (O, 1,j, k) un repére orthonormé de I'espace.

On considére les plans P et Q.
Pix+2y-z=-2;,Q:3x-y+5z=0

a)Montrer que P et Q sont sécants selon une droite D

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.

b)En déduire que 'ensemble E des points de D
dont les coordonnées sont des entiers relatifs.
Exercice 4 :

1. Montrer que, pour tout entier relatif n, les entiers
14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.

2. On considére I'"'equation (E) : 87x + 31y =2

(a) Vérifier, en utilisant par exemple la question 1.
que 87 et 31 sont premiers entre eux. En déduire
un couple (u ; v) d’entiers relatifs tel que

87u + 31v = 1 puis une solution (Xo ; Yo) de (E).
(b) Déterminer 'ensemble des solutions de (E)
dans Z2.

(c) Application : Déterminer les points de la droite

d’“equation 87x-31y-2 = 0 dont les coordonnées

sont des entiers naturels et dont I'abscisse est
comprise entre 0 et 100.

Exercice 7:

Dans le plan orienté, on considére un triangle IAB
——

rectangle et isocele telque ( 1A , IB )= g [27]

On désigne par J, K et L les milieux respectifs des
segments [Al], [IB] et [AB]
1)a)Montrer qu’il existe un déplacement unique f tel
que f(A) = 1 et f(1)=B.

b)Caractériser f.
2)Soit g I'antidéplacement tel que g(A)=I et g(1)=B
a)Montrer que g est une symétrie glissante.
b)Déterminer la forme réduite de g.
c)Construire le point L’=g(L).
Montrer que LIL’'B est un carré.
3)Onposeh=tpog
a)Déterminer h (L)
b)Caractériser alors h
4)On pose ¢@=tag 0 Spg. Déterminer la nature et les
eléments caractéristiques de o.

Exercice 8:
SoitE:z ’— 2ecos2az+e’* =0 ;ae [o,g]
1)Résoudre E lorsque o =

T
c
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2)a)Vérifier que z, = e ™ est une solution de E.
b)Déterminer alors la deuxieme solution z, de E.

3)Dans le plan complexe (O, 1: \7) on désigne par A

le point d'affixe z,
et par B le point d'affixe z,,

a)Déterminer 'affixe du point C tel que OABC soit
un parallélogramme.

b)Déterminer les valeurs de o pour que OABC soit

un losange.
Exercice 9:
Soit A, |, J trois points non alignés et o non nul.
On désigne par R, et Ra les rotations de centres
respectifs | et A et d’'angle a.
On pose B=R|(A), C=R(J) et D =Ra(J).
1)a)Soit f = Ra0 R, .Donner la nature et les
éléments caractéristiques de f .
b)Déduire que ABCD est un parallélogramme .
2)On suppose que ABCD est un carré tel que
_— —>

(AB,AD)=n—2[2n]

Soit M un point de [AB], distinctde AetB .

La paralléle a (BC) passant par M coupe [DC] en N
et la paralléle a (AC) passant par M coupe [BC]
enP.

a)Montrer qu’il existe un unique déplacement R qui
envoieDenCetNenP

b)Montrer que R est une rotation .

Préciser son angle..

b)M que R(C) =B, puis déterminer le centre de R.
3)SOIt H=RO S(BD) .

Montrer que H est une symétrie orthogonale par
rapport a une droite que I'on précisera.

4)Soit g I'antidéplacement qui envoie D en C
etNenP.

a)Vérifier que g = R 0 Spn).

b)Montrer que g (C )= B.

c)Déduire que g est une symétrie glissante et
donner sa forme réduite.

Exercice :10

Pourtoutn =1, I,(x) :% t"e"'dt ,xelR

O ey ¢

1)Calculer 14(x)
2)a)En intégrant I,(x) par parties,
calculer lh+1(X) = In(X) , (n 21)

k

k=n
4 . = A _ X 1-x
b)Déduire que I,(x)= e — ( 1+kZ=; o )e'™.

3)On suppose maintenant que x est un élément
fixé de 10, 1]

a)Démontrer que, pour tout n > 0,
02 1h(x) < % e (1-)

b)Déduire alors lim I,(x)

n—+w

~

=n k
c)Montrer alors que lim ( X—)=ex.

= k!

o~

Exercice :11
Soit ABCD un carré de centre O tel que
(AB, AD)= - (2n).
On désigne |=A-BetdJ=A-D
On note s la similitude directe tels que
s(D)=0¢ets(C)=1.
1) a) Déterminer le rapport et 'angle de s.
b) Soit Q) le centre de s.
Trouver une construction géométrique de (2.
2) a) Préciser les images respectives des droite
(BD)et(BC)pars.
b) Déterminer alors s (B) et s (A) etsos (B).
c) Montrer que Q2 est le barycentre des points
pondérés (B,1)et(J,4).

3) On suppose dans cette question que
(A , AB, AT)) un repére orthonormé direct

a) Déterminer I'application complexe associée a s.

b) En déduire I'affixe zo de 2 centre de s.
4) Soit R la rotation de centre O et d’angle %

eth=Ros.
a) Préciser h (B) puis caractériser h.

b) Soit Q’ le milieu de [QB].
Montrer que OQ Q' est rectangle et isocéle.

Exercice :12

1) Démontrer la propriété suivante :

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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Une similitude ayant deux points fixes distincts est on
. o i 6°)a)Mque vnelN*,ona:U, , =- +U, .
l'identité du plan ou une symétrie orthogonale. (n + 1)!

2) Dans le plan complexe on considére la similitude s

d’écriture complexe :

' =iz +1+i. Soit A d’affixe 1 et B d’affixe i.
a)Démontrer que A et B sont invariants par s.
b) Quel est I'image du point O par s.

c)Caractériser alors s.

3)Soit h ’homothétie de centre Q(% (1+i)) et de

rapport \/5 Caractériserc=hos

Exercice 13:

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = (1-x)e**.

On désigne par ¢ la courbe représentative de f dans
le plan rapporté un repére orthonormé (O,T, ])

1°) Dresser le tableau de variation de f.

2°)a) Montrer que ¢ admet un point d’inflexion |
gu’on précisera.

b)Donner une équation cartésienne de la tangente T
a ¢ au point I.

c)Tracer T et .

3)Calculer l'aire du domaine limité par #, 'axe des

abscisses et les droites d’équations x=0 et x= 1.
1

4°)On pose |, = _[(1—x)n e”*dx, VnelN*
0

‘ -

eZ
n+1

<l <

n

a)Mque VnelN*, on a:

—

n+
En déduire lim |

N—+00
b)M que VneIN*, ona: 2|, =(n+1)l, —1.

En déduire lim nl_

N—+oo

2n
5°) Pour tout neIN*, U, = —
n!

In

n-1

a)M par récurrence que VnelN*, ona: ' <1.
n!

2e?
n+1

b)En déduire que VneIN*,ona: U, <

a) Calculer alors lim U, .

N—+co

b)En déduire que VneIN*, on a:
11 , &2
U ==|e-> =1
2 = k!
n 2k
c)En déduire lim > =
k=0

N—>-to0 £= k!
Exercice :14
A)Soit la fonction f d éfinie sur ]-1, 1[ par :

fF(x)= [XE at

o 1t
1)a)Justifier I'existence de f.
b)Prouver qu'il existe trois réels a,p et ¢ tel que

2 B .o
VteIR-[-1,1},1_tz - 0‘+1-t+1+t
c)Déduirequere]-1,1[,f(X)='X"’%In (11%:((

2)Etudier les variations de f et construire sa courbe
C dans un repére orthonormé.

3)a)Montrer que VxelR*+ et YkelN* on a :

In(x) < -1 +§+ In k

1

b)Déduire que VkelN*, J’ 2 k In(x) dx < In(k)

2%

1
+_
et que VnelN* J’: 2 In(x)dx<In(n!)

2

C)En déduire que VnelN*,

In(n!) > (n +%) In (n+%)— n +%In2
4)Soit la suite u définie par sur IN* par :
up=n+in(nH-(n +1—2)In(n)

a)Montrer que VnelN*, u, 2% In2,
b)Vérifier que ¥n >1, on a:

1
Un— Un+1 = (2n +1)f (m)

c)Déduire que la suite u est convergente.
B)Soit (v,) la suite définie par :

Vo= f01 \V(1-x) dx et YneIN*, v,= f01 x"2[1-xdx

1)Calculer vq
2)a)Définir 'ensemble des points
M(x,y) tel que y?-x(1-x)=0

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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b)Déduire que v1=%

3)a)Prouver que la suite (v,) est décroissante .
b)Déduire que la suite v est convergente.
4)a)Prouver par une intégration par partie que

_n+2
vnelN, vpo= n+5 Vi,

2 Vn+1
b)Déduire que VneIN +5 < <1
et lim Yot =1

nowo Vp
5)a)Prouver par récurrence que
_ 2n
vn e IN, VpVpe = (n+2)(n+3)(n+4)

n+1

b)By making appear the quotient VV

into the

preceding expression prove that: lim n*?v, =/2=

n—+ow

2 2°p I
BMontrer que VPeIN, Vi~ oot
C)1)Montrer que VnelN*, g!n= —1_q

nz2

2)Exprimer e***%* en fonction de p et v, (p € IN¥)
3)Soit | la limite de u

Déduire de ce qui précede que | = In(\/Zr )
Exercice :15

X 12
I/Soit x un réel de ]-1, + o[, on pose &x(x)= -[lt_tdt
+
0

3
1)a) xelR+, mque, 0 < g5(X) < X?

<gf x)<0

X3
3( 1+x)

c) En déduire que hr% €09 _
X—> X

2)a) Démontrer que pour tout x de J-1, +oof
2

IN(1+x) = X - X? + £5(X)

b) xe]-1, 0], mque

b)Calculer Jim D+ - X
x—0 x?
3) Soit f la fonction numérique a variable réelle
fog = 1AF0 G
définie sur ]-1, +oo[ par
f(0) =1

a) Mque f est continue et dérivable sur ]-1, +oof
b) Etudier les variations de la fonction h définie sur

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.

]-1, o[ parh ( x ) = x — (x+1)In(1+x)

En déduire le signe de h(x) pour xe]-1, +oo[
c)Etudier les variations de f et tracer sa courbe
représentative ( C ) dans le plan rapporté a un

- >

repére orthonormé (o, 1, j ).

Il/ Soit x < ]-1, 0] et n IN*, on pose &, = j—tdt
+

1)Etudier le signe de &,(x) suivant n est pair ou
impair.

n+l

b)Etudier le signe de g,(x) - S )
(n+1)(x+1)
|X n+l

en déduire que |sn(x | S EE—
(n+1)(x+1)

2)a) Mque V t #-1

L=1—t+t2-t3+ R D (Gl

I+t 1+t

b)En déduire que Vx de ]-1, 0] et pour tout n de IN*
2ot (1)e, (¥
n

3) On considére la suite u définie par:

1 1 1 1
U= —|1+—+ +...+
2{ 22 3.2 n.2“_1}

Trouver lim (u,)

n—+w

Exercice 18 :

X2 n-1
In(1+x)= x - 3+...+(—1)

Soit f la fonction numérique définie par :

fx) = In( x+x*—1).

On désigne par ( C) la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé ( O, z,} ).

1) a)Montrer que f est définie sur [1, + oo[.

b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.

Interpréter graphiquement.

2) a.Montrer que f est dérivable sur ]1, +oof
1

Jxi-1"

b)Dresser le tableau de variation de f.

etque f'(x) =
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. f(x) . , b)Déduire que la suite (In) est convergente.
3) a.Calculer XIEEOT' Interpréter graphiquement 2)Mque ¥ n eIN*{1} :

le résultat obtenu.
b.Tracer la courbe ( C).
4) a.Montrer que f est bijective et tracer, dans le

méme repére, la courbe ( C ‘) de sa fonction
réciproque .

X

e +¢

—X

b)Montrer que pour tout xelR ., f™'(x) =

5) L’espace est rapporté a un repére orthonormé

(O, T,},E ).Soit S le solide obtenu par la rotation de la

partie de ( C ) relative a [0, 1] autour de 'axe (O, T).
Calculer le volume de S.

6) En intégrant par parties, calculer 'aire de la partie
du plan limitée par la courbe ( C ) , I'axe des
abscisses et les droites d'équations respectives:
x=1etx=2.

Exercice :19

A tout n € IN*, on note f, la fonction définie sur
eX
(X + 1 )n )
on désigne par C, sa représentation graphique dans
> >

]-1, +oo[ par fy(x)=

un repére orthonormé (O, i ,j)
A)1) a)Dresser le tableau de variation de f,

b)Mque pour tout x > -1, fr(x) = fo(x)—nf(x)
2)Etudier les positions relatives des courbes C, et C,
puis construire C, et C..
3) a)Montrer que I'équation fo(x)= x admet dans

[1, 1] une solution unique o
2

b)Etudier les variations de f'; dans [%, 1] eten

f,(x)| < k

déduire qu’il existe un réel k €]0, 1[ tel que
4)Soit u la suite définie par :
Uo=1 et un+1= fa(up), Vn € IN
a)Montrerque Vn € IN ; u, [%, 1]
b)M que V n € IN, lUpei-o | <k | up-a |
et que lup-a | <K %,en déduire la limite de u.
B)Pour tout n de IN*, on pose I, = f01 fa(x) dx
1)a)Montrer que la suite ( I, ) est décroissante.

—_—

L 1 n-1 € 4 (\n

n-1 (1_(2) ) <h < n_1(1 (2) )

en déduire la limite de ( I,)

3) a)Montrer que V n € IN*: n |4 = 1+, —%

b)Calculer la limite de n I+ et celle de nl,.
C)Soit F(x)= fo2lnx fi(t)dt x >1

1) a)Justifier 'existence de F(x) pour x > 1.
b)Montrer que F est dérivable sur [1, +oo[ et

calculer F’(x)

x 2t

1 1+2Int

2)Mque VtelR, e' >1+tet endéduire lim F(x)

X ®+w0

3) a)Montrerque Vx>2,F (x) > jx 2t dt

C)En déduire que V x >1, F(x) = dt

X 1+2Int

2

b)Montrer que V x > 2 ,il existe un réel c [%, x]

cX
telque F (x)> 1+2InG
o F(x) X
c)En déduire que V x> 2, 2 2(1+2Inx)

F(x)
X
4) a)Dresser le tableau de variation de F.
a)Montrer que la courbe I' de F admet un point

puis calculer lim

X ®+w0

d’inflexion d’abscisse \/E

b)Tracer l'allure de I'. On donne ¢ (\/E) ~ 1,2

Exercice :21

ABC est un triangle rectangle en A tel que AC=2AB
= .. T

et (AC,AB) = > [2n] et D=SA(B).

On désigne par F le projeté orthogonal de A sur

BC], | le symétrique de F par rapporta (AB) et J le

symétrique de F par rapport a (AC).

1)a)Montrer que les droites (IB) et IA) sont

perpendiculaires

ainsi que les droites (CJ) et (AJ).

b)Caractériser Siac)0 Sag).

et en déduire que A est le milieu de [IJ]

2)Soit S la similitude directe qui transforme B en A

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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a)Déterminer le rapport et 'angle de S.
b)Montrer que F est le centre de S.
c)Montrer que S(1)=J. En déduire CJ=IJ.
3)Soit y =S 0 Siag)

a)Préciser la nature et le rapport de .
b)Déterminer y(A) et y(D).

c)Soit W le centre de y et A son axe et G le point

- = _ 2=
défini par CG = §CD .

M que WC = 4 DC et que A est la médiatrice de [AG].

3
4)Soitf = Spg) 0 v
a)Déterminerf (D)
b)Mque f est une homothétie que I'on précisera.
Exercice :25
A)On considére la fonction f définie sur IR par
f(x)=(x-1)e®™ et ¢ la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (O, i, j)
1) Etudier les variations de f puis construire sa
courbe ¢.
2)a)Soit o>1. Calculer I'aire A(a) de la partie du plan
limitée par ¢ et les droites d’équations :
y=0, x=1 et x= o
b) Calculer la limite de A(a) qd a tend vers +«.
B) Soit n €IN*, n>2 et g, la fonction définie sur IR
par : gn(x)=(x-1)"e®>
On désigne par ¢, la courbe de g, dans un repére

— >
orthonormé (O, i,j)

1)a) Prouver que lim g, =0
X—>+0
b)Dresser le tableau de variation de g,

(on distinguera les cas n pair et n impair)

c)En déduire que VYx>1 ona: 0<gy(x)<e'™ n".

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.

2
1 n —X
2) On pose J":n_!.[(x_l) e’ dx
1

a)Interpréter géométriquement J;.

1

b)Montrer que Jn+1=Jn — m

Cc)En déduire que VnelN*on a:

_ S 1
LV TRETIETRSETS
d)MqueVneIN*ona:Oans%.

En déduire lm (J,)

n—o

. 1.1 .1 1
e)Calculer alors !11210 TR TREE D
x+l 2—t

C) soit F(x)= I te—ldt X € |1, +oo[ par

1)a)Montrer F est dérivable sur ]1, +=[ et que
_e[(e=Dx+1]
x(1—-x)

b)En déduire le sens de variation de F sur ]1, +][.

F'(x)

2)a)A l'aide de la fonction f de la partie A montrer

2-t
< , Vit
t—1" (t—1)
b)En déduire que Vx> 1ona:

1 .
0< F(x)gx(x_1 ) Calculer alors Jl_r){lw F(x)

>1

que 0 <

3)a)Montrer que Vxe]1, 2] et V t € [x, x+1]

b)En déduire que F(x) > e"*[In(x)-In(x-1)]
puis calculer 1]II11 F(x)

x—>1+
c) Dresser alors le tableau de variation de F.

Exercice :22

Soit fy(x)=(1+sin x + sin? x +...+sin" x) cos x.
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0
On pose |,= J_n fa(x) dx

2
1)Calculer 11. 1
2)a)Montrer que VnelN*, on a: lns1— I = %
oy _ 1 l l -1 n+1
b)En déduire que In+1—1-2 3ottt LLn+2

3)Soit a, = I, et by = lones.

a)Montrer que la suite (a,) est décroissante et que la

suite (b,) est croissante.

b)Démontrer que la suite (a, - b,) converge vers 0.
COS X

4)Soit f(x) = ——— et | =J_T? f(x)dx.

~ 1-sinx
2
a)Calculer I.

b)Montrer que VnelIN* et VXe[g, 0l,ona:

{f(x) - fa(x) = ( sin x)™" f(x)
foner (X) < f(X) < fon (X))
c)Déduire que VnelN,ona: b,<I<a,
d)Déduire alors que les suites (ay), (bn) et (In)
convergent vers la méme limite |I.
Exercice 23:
1) On considére I'équation (E) : 7x + 18y = 1
d’'inconnues x et y entiers relatifs.
1°) Justifier pourquoi (E) posséde-elle au moins
une solution dans ZxZ? (Sans en proposer une
solution particuliére).
2°) Déterminer une solution particuliére (xq , Yo) de
(E).
3°) Résoudre (E) dans ZxZ.
Il) Pour tout entier naturel non nul n, on appelle U,
I'entier naturel qui s’écrit avec n chiffres 1

Exemple : U1=1; Uy;=11; Us=1111.
1°) Pour chacune des affirmations ci - dessous dire
si elle est vraie ou fausse en justifiant :
a)Pour tout entier n > 2, U, est premier.
b)Pour tout entier n > 2, U, = 1 [mod5]
c)Us est multiple de Us.
2°) a) Pour n € IN*, Calculer (Un.1- 10.U,) eten
déduire que U, et U,. sont premiers entre eux.
b) Vérifier que pour tout n eIN*, 9.U,=10"- 1
c) Démontrer que si n est un multiple de d alors
10"- 1 est un multiple de 10% -1.
En déduire que si d divise n alors Uy divise U,.

d) Démontrer que si U, est premier alors n est
premier. Que pensez-vous de la réciproque ?

3°) Recherche du PGCD(U7 Uss)
a) Deéduire de |) un couple d’entiers naturels

(p,q)telque:7p-18q =1
b) Démontrer que (10" — 1) - 10(10" - 1) =9
et en déduire que : Uzp,- 10.Uqgq = 1.
c) Déduire de 2°) c) le PGCD(U7 ,Ug)

Exercice :24

On considére la suite définie sur IN*
par: U nzj‘le(h;—f)ndx.
1) a) Montrer que pour tout neIN*, U, > 0.
b) Montrer que U est décroissante et en déduire
gu’elle est convergente.
2) a) En intégrant par parties, calculer U,.
b) Montrer que pour tout neIN*,
Upa ~(@+ DU, ==
¢) En déduire la vzleur de U..

1
3) a) Montrer que pour toutneIN*, 0<U_ < —
ne

b) En déduire lim U

n—>+0
Exercice :25

1°) Soient a et b deux entiers et n un entier naturel
non nul
a) Démontrer la propriété suivante :

si a=b(modn) alors a?=b?(modn).

b) La réciproque de la propriété précédente est-
elle vraie ? Justifier

2°) a) Déterminer le reste de la division de 2011
par 11

b) Déterminer le reste de la division de 2'°par 11.
c) Déterminer le reste de la division de

2%01% 4 2011par 11.
3°) On désigne par p un entier naturel. Pour tout
entier naturel non nul n, on pose : A, =2"+p.
On note d, le PGCD de A, et A, +1.
a)Montrer que d, divise 2".

b)Déterminer la parité de A, en fonction de celle de
p.

c)En déduire le PGCD de 2%°° + 2011 et

22011 4 2011

Exercice :26

Dans la figure représentée sur la page (3/3)

*T" est un cercle de diameétre [AC] et de centre O
*B est un point de T distinct de A et de C.

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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*D est le point tel que le triangle BCD est équilatéral
direct.
1) 1°) Soit G le centre de gravité du triangle BCD et
le point M intersection des droites (AB) et (CG).

a) Montrer que les points O, D et G appartiennent
a la médiatrice du segment [BC]

b) Montrer que le point G est le milieu du segment
[CM].

2°) Déterminer I'angle et le rapport de la similitude

directe S de centre C et qui transforme B en M.
II) Le plan est rapporté a un repére orthonormé

direct (O,G,\?) choisi de telle sorte que A et C ont

pour affixes respectives -1 et 1.
1°) Déterminer I'affixe du point E tel que le triangle
ACE est équilatéral direct.
2°) Soit 6 la similitude directe d’expression
3+ |ﬁ - 1- |\E
4 4
Déterminer les éléments caractéristiques de o.
Déduire que o est la réciproque de S.
3°) Déterminer 'affixe du point E’ image de point E
par . Montrer que E’ est un pointde T'.
4°) On désigne par ® I'ensemble des points M
lorsque B décrit le cercle I' privé des points A et C.
a) Montrer que E appartient a @.
b) Soit O’ 'image de O par la similitude S.
Démontrer que O’ est le centre de gravité du
triangle ACE.
c) Déterminer @.
Exercice :27
1°) 1°) Soit g la fonction définie sur [0;+oo[ par :

g(x) = Je* -1
g(x)

a)Montrer que lim =— =+
x—=0" X

complexe: z'=

Interpréter graphiquement le résultat.
b)Dresser le tableau de variation de g.

2°) Soit G la fonction définie sur [0;+oo[ par :

a(x)

Inxﬁ P
Déduire que | gltydt=1--

0

[1°) Pour tout n € IN*, on pose :
Imﬁ
L= [ (90x))"dx et ly =Iny2
0
1°)a) Vérifier que pour tout entier naturel non nul n

et pour tout réel positif x, on a:
n n+ 1, no
(90)" +(g(x))™* :EU(X).(U(X))Z ol

U(x) =e* —1

b) Montrer alors que pour toutn € IN, on a :
1

“n+2
¢) Montrer que la suite (In )neIN est décroissante et

| +1

n n+2

déterminer sa limite.
2°) Pour tout n € IN*, on pose : U, =I_, —I

n

a) Montrer que ZU4K+1 =lgns — 1y
k=0

b) Vérifier que pour tout n € IN,

Un = (In+4 +In+2)_(|n+2 +In) .
LI
n+4 n+2
c) Exprimer alors U, ., en fonction de n.

En déduire que U, =

Calculer la limite lorsque n tend vers +« de la

17 1 1 -1 1
somme 1—-—+———+....+ +
5 7 4n+3 4n+5

Exercice :28

On considére la suite définie sur IN*
e (1 n
par: U ":I —d(mj) X.
X
1) a) Montrer que pour tout neIN*, U, > 0.

b) Montrer que U est décroissante et en déduire

dt

G(x) =g(x) - f 12 qu’elle est convergente.
0
a)Montrer que G est dérivable sur |0;+[ et que 2) a) En intégrant par parties, calculer U..
'(x) = 1

G'(x)=g(x) b) Mque pour tout neIN*, U, , —(n+1)U, =——
b)Montrer alors que pour tout réel x > 0, ¢
y o gy c) En déduire la valeur de U..
[a(tidt=g0)- [ — 1
0 o 1+t 3) a) Montrer que pour tout neIN*, 0<U < —

1 ne
c)On admet que J.i - b) En déduire lim U

ENC i
La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques. Page 8



http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=musique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=mathematique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=sonore
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=mathematique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=musique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=silencieuse

Lycée Pilote Ariana SPRING 2011 4éme MATH
M: MTMG[ M La musique est une mathématique sonore,
la mathématique une musique silencieuse. Edovard Herriot
Exercice 29: Déterminer les réels a et b sachant que h admet un
1
- > L1
1°) Dans Z2, on considére I'équation (E): minimumen e? égale a (—Z)-
195x — 232y = 1. 2) Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par:

a)Déterminer le PGCD des deux nombres 195 et
232.
b)Montrer que 'ensemble des solutions de I'équation
(E) est:
S ={(163 + 232k, 137 + 195k), keZ}.
c)Déterminer 'unique entier naturel d vérifiant 0
<d <232 et 195d = 1 [mod232].

2°) Montrer que 233 est un nombre premier.

3°) Soit a et b deux entiers naturels inférieurs ou
égaux a 232.
a)Déterminer le reste de la division euclidienne de
a”? par 233.
b)Montrer que a'*® = b [mod233] si et seulement si a
= b'® [mod233].
Exercice :30
Le plan est orienté dans le sens direct.
Soit ABCD un carré de centre O tel que

AB.AD =
LAB,ADJ: S12m.

OnnoteJ=A=*D, K=Cx*D et F=5,(C).

La perpendiculaire en D a la droite (BD) coupe
(OJ) en un point E.

1) Soit S la similitude directe telle que
S(A)=JetS(B) =D.

a- Déterminer le rapport et 'angle de S.

b- Déterminer les images des droites (BD)

et (AD) par la similitude S. En déduire S(D).

2) On désigne par ¢ et (' les cercles de diameétres
respectifs [AJ] et [BD].

a- Soit Q le centre de S. Montrer que Qe (N’
puis construire le point Q.

b- Montrer que les points Q , B et E sont alignés.
3) Soit o la similitude indirecte telle que

et o(K) = B.

a- Déterminer le rapport de o.

Montrer que C est le centre de o.

c- Déduire 'axe de o.

4- Soit @ =So00.

a- Déterminer @(O) et @(K).

a- Caractériser alors @.

Exercice :31
1) Soit h la fonction définie sur ]0,+oo[ par :

h(x) =alnx) +bIn(x) ; a et b deux réels.

f(x) = In*(x)—In(x).
On désigne par c la courbe représentative de

dans un plan rapporté a un repére orthonormé

a- Montrer que lim f(x) =+

X—>+00

b- Montrer que tout X €]0,+oo[ ; f'(X)= M

c- Dresser le tableau de variation de f.

d- Préciser les points d’intersection de ¢ avec 'axe
des abscisses.

e- Tracer la courbe c.

(On précisera les branches infinies).

3) Soit g la restriction de f a l'intervalle
1

I=1]0e2].

a- Montrer que g est une bijection de Isur un intervalle

J que l'on précisera.

On désigne par g‘1 la fonction réciproque de g.

b- Montrer que I'équation g(x) = X admetdans I une
upiggigelution a et quea €]0,1].

c- Tracer la courbe ¢’ de g™' dans le méme repére

(O,i,j).
d- Montrer que tout xeJ ; g (x)=e2 V" 4.

1
4) Soit A = Lf(x) dx .

a- Interpréter graphiquement A
b- Calculer A.

" Ty
cc-j r‘sc:IeRU|re la valeur de —Ioe X.

Exercice :
Wit f la fonction définie sur 10, +oo[ par : f(x)

et Cf sa courbe représentative :
1)Dresser le tableau de variation de f
2)Montrer que la tangente A a Cf au point d’abscisse

2 a pour équation :y:%z (x—2)
3) Soit g(x) ==
a)Etudier les variations de g.

_(x=2)e*
=

b)Montrer que g(x) = % admet dans [3,+oo[
une solution unique « telle que 4.2 <a < 4.3

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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b)Dedy!re I’a p_osmon relat|v§ de’ Cf et A 3 Exareice 2 {5 poins|
4)Justifier 'existence sur IR*+ d’une primitive F
telle que F(1)=e Sart 18 fonchon osfinie sur . parficy=x+ {x=1)¢" ot 30 ¥ sa courbe représeniative dans o
4)Ci-dessous on tracé la courbe CF de F, repére orthanemé (0, . i graphiue 2 o)
la droite A et le rectangle ABCD tel que '
A(1,e); B(0,e); C(0,F(2)) et D(1, F(e)) ) & Motrerque  fm fx)= a0
a)Etudier les branches infinies de Cf i
b)Tracer la courbe Cf sur la fig ci-dessous b} Montrer que la droite 4 déquation y = « est asymplote 4 (a courbe & au voisinage de +20 |
6)Soit te [1, 2[, On désigne par S(t) la partie du
limitée par la courbe Cf, I'axe (O, i) et les droites ¢} Ditermiier a position retatve de F ol A
d’équations x=t et x=2. On désigne par A(t) I'aire de S(t)
a)Exprimer A(t) en fonction de F(t). 2) On o ci-dessous I tableay d variation de a fonction

b)Hachurer S(1) et justifier quelle a la méme aire
que le rectangle ABCD.

c)Montrer qu’il existe un unique to€ [1, 2] F::] g ; a
Ato)=3A(1) _' —
d)Construire le point de Cf d’abscisse t,. Ly —"

ANKEXE & RENDRE AVEC LA FEUILLE DE COFIE

8} Warirer que Téquation f{x) = 0 admet, dars .. une seule solubion o et virfier que 0 < g ;

by Tracer la drobe A el la courbe
(On précisera ' demi tangente 8 ¥ au peinl dabscsse 0 & on prendran = 04 )

) On désigne par {u, ) sutle défe s N’ par = Jf il o

8} Galculer u, . Interpreéter graphiquement le résuftat obfeny

|
b Montrer que pour bt enber nahurel nonmuln, D< 0, ¢ e
n+

¢ Endédure la imite g8 b sute {y, )

Exefcice 3 (4 points)

On considére les suies (U, ) ¢ (v, ) d&fines sur 1 par

3.|n-'|
uu:ﬂ ’ ur.-I:Tn
'|'|]=lI ol =Eu=+hn

m £
d

1) Montrer que pour Yout enter naturel nan nuln. 1w, < v,
3] Montrer que Ja surte (1, | est crossants e qua la sufe (v, | esl décrossarie
3 Monirer que les suies (i, ) et (v, | sont convementes &t qu'efles admettert la méme fmile
414 . it
4] Soit k2 sune {w,) difiie sur Mpar w, =Bu, * 5,
&) Morbrer qua | w, ) est Lne sufe constante

B) Endédure la fimie commune des suites (et (v, )

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques. Page 10
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Exercice :32
Le plan est orienté dans le sens direct. Soit ABC

isocéle en A tel que (KBE) = _?n[Zn]

Soit O le centre du cercle # circonscrit au triangle
ABC, | le milieu du segment [BC], J le milieu du
segment [AB] et L le milieu du segment [AC]

1°) Montrer que OBAC est un losange.

2°)a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f
tel que f(A) = C et f(B) = A.

a)Montrer que f est une symétrie glissante dont on
précisera I'axe et le vecteur.

b)Montrer que f = R( n) 0S
073

b)Déterminer alors la nature et les éléments

caractéristiques de R, . ot, _
(O—] EBC

(AB) -

3°) Soit l'sométrie ¢ =S50S 45,0S,

AB)

a)Montrer que S,;) 0S 5) =S40, 0S¢ -

(A0
En déduire que ¢ =S, 05,05, ouKestle

projeté orthogonal de | sur (AC).

b)Montrer alors que ¢ est une symétrie glissante dont
précisera I'axe et le vecteur.

4°) Soit g une isométrie du plan qui laisse
globalement invariant le triangle ABC.

a)Montrer que g fixe le point O.

b)Montrer que g([BC]) = [BC].
c)Déterminer toutes les isométries qui laissent
globalement invariant le triangle ABC.

Exercice 33 :
Le plan complexe P est muni d’'un repére orthonormé

direct (O;;t;v) . Soit A(i) et B(i+1). On considere
I'application

2
f.P{A}—>P :M(z) ->M'(Z) tel que z'-i ==——.

Z41
1)Montrer que les points A, M et M’ sont alignés.
2)Déterminer 'ensemble ¢ des points invariants par
fo
3)Dans cette question, on suppose que z=1+i+e'?
a)Déterminer et construire 'ensemble I décrit

par le point M d’affixe z lorsque 6 décrit ]_7”,_7”[

b)Montrer que z’-i=1+i tan (g] .

c)En déduire 'ensemble " image de I par f.
Le construire.

Exercice 33:( 6 points)

Soit m un paramétre complexe. On considére dans
C I'équation:

(E):z2-2 (m +i) z +2m3 2im - 5= 0.

1) Résoudre dans C I'équation(E).

2) Dans la suite le plan P est muni d’'un repére
orthonormé direct (0,u, v).On désigne

par M,J,N et N' les points d'affixes respectives m,
-1+2i, (1+i)m + 2+i et (1-i)m- 2+ i

Soit f 'application qui au point N associe le point N'
a) Montrer que I'écriture complexe associée a f est:
Z'=-iz-3+3i.

b) Caractériser f ; w le centre de f

3) Soit | le milieu de [NN’] ,on pose | = t(M)

a) Montrer que t est une translation dont précisera
le vecteur.

b) Montrer que si N est distinct de w alors (wI) est
perpendiculaire a (NN’).

Exercice 34 :

Le plan complexe P est muni d’'un repére
orthonormé direct (O, u, v ). Soit a € [0, g]

1) Résoudre dans C I'équation :z2-2z+2=0

2) On considére les points A, B, C et D d’affixes
respectives zx= 2i, zg=(1+i )el%et zc = (1-i )e'®.
a) Ecrire zg et zc sous forme exponentielle.

b) En déduire que le triangle OBC est rectangle
isocéle en O.

¢) Pour quelle valeur de a le quadrilatere OABC
est-il un parallélogramme ?

3) A tout point M(z) on associe le point M'(2’) tel
que z'=2+(z-2)?

On note C le cercle de centre K(2) et de rayon 2 .
a) Déterminer z’ pour z = za.

b) Soit M le point de C d’affixe z =2++/2 el®
Montrer que I'affixe de M' est 2++/2 ei2@
Déterminer et construire , 'ensemble des

points M’ lorsque a varie dans [0, g]

V2+ive
2

4) Soit N le point d’affixe zy =2+
et N’ le point associé a N.

a) Ecrire zy - 2 sous forme exponentielle; en
déduire que N est un pointde C .

b) Montrer que : (% , KN') = 2?“ [271]

c) Placer N sur la figure puis construire le point N'.

La vie n’est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.

Page 11



http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=musique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=mathematique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=sonore
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=mathematique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=musique
http://www.evene.fr/citations/mot.php?mot=silencieuse

