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Exercice 1 :Vrai-Faux
f étant une fonction définie et dérivable sur IR ; alors

1) j.—f(x) dx = j%f(x) dx, 2) j:—f(x) dxsz(x) dx

1
3)Si I f '(X) dx = 0 alors f est constante sur [0, 1]
0

4)Si j f'(x).f(X) dx = 0 alors f(0) = f(1) ou f(0) = -f(1)
0

5)Ci-contre, on considéere la courbe H
représentative dans un repére orthonormé de la fonctic
affine par morceaux f définie sur [-3, 4] :

a) [lfcoldx > 15;
b) [, IfColdx = -
c) [*lf@ldx= =2

(cosx)™

6)S0it gn(X) = omgmy (emr * J2gn(x)dx
a) Le point I(E, %) est un centre de symétrie de la
courbe C, de gp.
b) u,= E : pour tout n = 2
i) (QCM) Pour chaque question, préciser la reference 2
la seule reponse correcte ;

Soit | = ~|.x3x!4—x2dx

n=2 etu,=

a) 1>0 b)1<0 c)1=0
ﬁ 2009
1°) IZX(XZ— dx= i
1
a) 2010 b) —— c) 242 ¢
) ) 2010 ) \F
2
2°) Soit | = ~|.x3x,!4—x2dx
b) I>0  b)I<0 Q) 1=0
3 p—
3°) |im‘/2X+8 2_ e
x—0 X
a) % b) 1 C) 0 ...............

i 2)Soit f la fonction définie sur [0, n] par f(x)=
' a)Veérifier que f(r - X) = - f( x)

1), xsinxdx = -,

4°) Soit f la fonction définie sur [ 2{ par :

tanx

dt
-1

f est dérivable sur sur [Og{ et pour tout x de

[ F(x) =
a) tanx b) 1 1
\/1+ tan2x \/1+ tan2x COS X

| Exercice 2

Toutes les fonctions considérées sont supposées

i i continues. Parmi les affirmations suivantes lesquelles
isont vraies ?
";1)L intégrale sur [0,1] d'une fonction négative ou nulle
. ~est négative ou nulle.
i 2)L'intégrale d'une fonction paire sur [0,1]est positive

ou nulle.
3)L'intégrale sur [0,1]d'une fonction minorée par lest
inférieure ou égale a 1.

: 4)L'intégrale sur [-1,1] d'une fonction majorée par
* 't lestinférieure ou égale a 1.

5)L'intégrale d'une fonction impaire sur [-1,1] est

“ nulle.

. Exercice 3:
i On considére les intégrales suivantes :
T .
- COSX — sin2x
= _— = 2 —_
= 0 1+2sinx et I 0 1+2sinx

1)Calculerl; et I3+ 1,
sin (2x)
1+2sinx

b)Déduire | f(x) dx

. Exercice 4
: Parmi les egalités suivantes lesquelles sont
. correctes ?

x2
—cosxdx
0 2

i 2) Jy xsinxdx = " cosxdx

3) Jy xsinxdx = - [ cosxdx
4) Jy xsinxdx =m - 2

5) Jy xsinxdx = n

6) J; xcosxdx = -2

i) Jo xsin2xdx = [sin2x]§ - 2[. cos2xdx
- 8) [ xcos2xdx =0

i 9) [y xcos?xdx

T .
= [, xsin*xdx
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10) [ xsinZxdx _7 °) En utilisant le graphique.
Exer(::ice 5 2 a) Montrer que f réalise une bijection de
Calculer les intégrales suivantes. .. L. _1] sur [_' 1,1].
b) Etudier le signe de f(x) — x, pour x € [-1, 1]

L= IZL dx ,A= “}4d—u 2°) On note g la réciproque de f

0 \/x2+1 ’ o 1l+sin2u’ ' 2X

141 4 sinx i a) Mgque pourtout x € [-1, 1], g(X) = .
T= I de R= I d)i 1+ x2

0 COS2X 0 COS'X b) Calculer I'aire du domaine limité par les

2 6
A =.|.(1—|x—]43)dx C= _ﬂxz —3x—10/dx,
0 -6

Hz.fz—l dx
0 Vax+1

Exercice 6:
. 1 dx
Soit: v, = | —, neIN*
0 1+X

1°) Montrer que pour tout nde IN*, v, <1 ,
2°) Montrer que la suite v est convergente.

3°) Démontrerque 0<1-v, < :
n+1

puis déduire la limite de v
Exercice 7:
1 X2n+1

Soit I»=[——=dx . Calculer l,.
" 01+ X2
Dque pour n > 1, (2n+1)l, =2 - 2nl,.,.
Exercice 8:
Xn
1+x2

1)a)Etudier la monotonie de la suite (J,)
b)Déduire qu’elle est convergente.

dx, n =1

Soit anj.
0

. 1 1
< < >
2)a)Démontrer que 20+1) = Jn < el 1
b)Déduire la limite de Jn
. 1
3)Etablir que pour tout n 21, Jy+Jni2 = il

1 1

4)Déduire que pour tout n=3

Déduire la limite de nJ,.)
Exercice 9:

Dans un repére
orthonormé (O,T, T)
(unité 2 cm),ona
représenté ci-contre la

<Jn<
'2(n+1)" """ 2(n-1)

courbe de la fonction f
définie sur [- 1, 1] par :

f(x) = ——=

1+1-x2°

courbes #defet #’ de g.

1
c) Montrer que j dx=1-In2
0

X
1++1-x2
“11) Soit (Uy,) la suite définie sur IN* par:
H 1 n

o U :IX—dX

- *1°) Montrer que (U,) est décroissante.
'-2°) Montrer que pour tout ne IN* et pour tout

P gwie[o,l],ona: 1tn < L < t".

1++/1-t2

.............. En dédu"-e que: ; S Un S i
2(n+1) n+1

------- 3°) Montrer alors que (U,) est convergente et
; | déterminer sa limite.
+; Exercice 10:

) 1 1
Soit (1) tlo= [Vi-tdt etl, = [t"VI-tdt
| ) .

2n
Calculer lp.puis, mque vn=>1,l,= ——1I,_
| 0-P q " oni3 ! 1
i Exercice 11.

T

.. A)Soit I,= I sin"x dx
k 0

1)En intégrant par parties, montrer que, pour tout
n=2, ona:l,= nTl ha. (1)
2)Calculer I et |I; et prouver par récurrence que :
- 1><3><5><...><(2n—1)><£ our n=1 -
2x4x6x..x2n 2’ P T
| _ 2x4x6x...x2N y 1
;2n+l 1x3x5x...x(2n-1) (2n+1)
3)a)En revenant a la définition de I, sous forme
g-d’intégrale, montrer que la suite |, est décroissante.

l2n

,pour n=0.

b)En déduire, a l'aide de (1), que nTl 1S 1S 1og

.
c)Montrer alors que lim -2 =1,

.......... n—>-+o
2n
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4)Etablir la formule de WALLIS (mathématicien anglai

L _T
2n+1 "~ 2

1616-1703) :
m 2x4x5x..x2n |
1x3x5x...x(2n-1)

B)On se propose de déterminer la limite | de la suite

)a) Calculer Iy et I,

b) Mque pour tout v p, I + lpp = —
) Mque p Py lp + lps2 otl

2)Démontrer que la suite (I,) est décroissante.
En déduire qu'elle est convergente.
3)a)En utilisant 1.(b) et 2., prouver que pour tout

définie par : nl=u/, (g)n (2), en utilisant la formule de |

Wallis écrite sous la forme :

ks avec a. = 2x4x...x2N 1

2’ " 1x3x..x(2n-1) \2n + 1'
1)Verifier que :2x4x6x...x2n = 2"xn!;

1y - __(2n)! _ (2n)!
2x3Sx...x(2n-1) = 2x4x..x2n  2"xn!’
2)A l'aide de la relation (2) et des égalités précédente
,montrer que
U n
Uzn \/E\\/Zn +1
3)En déduire que I=\/2x.
Exercice 12:
Soient deux réels a et b tels que a < b.

b
On pose Iozj.\/b—x dx

lim a,

an:

-

(D

1 1
n =2, <Il,<
2(n+1) 2(n-1)

% (b) Déterminer les limites des suites (I,) et (n 1)

n
- ()
2k+1

entier

4)Soit u,

; k=0

a)Montrer par récurrence que pour tout entier
n=z 01 Un = I0 + ('1)n|2n+2

i b) En déduire lim u,

I;"?our n e IN, la fonction f,, est définie sur [O,g] par :

b
et pour tout n eIN*; I, = J.(x—a)“»\/b—x dx
a

1)justifier 'existence de |I,.

2)Calculer 10 en fonction de a et b.

3)Trouver une relation de récurrence entre I, et |1
4)Calculer In en fonction de n, a et b.

.............. f (X):m(z_r]—+1)>(, pour x=0
sinx
_______ f,(0)=2n+1
1)Montrer que f,, est continue sur [O,g]

1 2)Soitl, =|f,(X)dx

O eV | A

sin(2n+1)x _ sin(2n-1)x
sinx ~ sinx

a) Vérifier que +2¢0s2nx

Exercice 13
2n—l(_1)k &
Soient (uy) la suite définie sur IN* par : u, = Z
= k+1
et f(x) =1 - x + x2 - x> +...+ (-1)* x>,
1
1) Montrer que : If(x)dx = Up.
0
¢ x2" 1
2) Mque pour tout x = -1 on a : f(x) + Tix = 1ix

2n

1 X
3) Déduire que u, + Ll dx =In(2)

+ X
1 X2n

4) Montrer que : 0 < I

dx < J~1in dx
01 0

+X
5) Déduire alors lim u,

n—+w
Exercice 14
On définit la suite (In) par :

fn/4
In =
0

tan"t dt

b) Montrer que I, = I,.1, pourn =1
" ¢)En déduire la valeur de I,

| Exercice 16

: 1) Soit f une fonction définie sur [0, +o[, continue,
 positive et décroissante.

. Démontrer que pour toutn >0 ;

STt < f) < [ f(Ddt
2) Onpose : uy = Tp_, f(k) et I,= [ f(©)dt; n >0
g) Mque s e - I S up-f(1) < 15 pour toutn >0
b) En déduire que si (I,),>0 €St convergente vers un
.. .Iéel aalors (u,),so €st convergente et donner un
i encadrement de sa limite.
¢ 1 Exercice 17:

: 1
Calculer une valeur approchée de I=J\/1+ t* dt
0
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par la méthode des rectangles en partageant l'intervalle AMauevn : 0 <u. < 1 .
[0, 1] en 5 segments de méme longueur. au PSS o0
Exercice 18: _ 1
] ] ) -X3+X ........... b Mque U netUn = 1+2n
Soit ¢ la courbe d’équation : y =
X1 3)Soit la suite v définie : V= 1- 1,1 1, & 1)
Démontrer que ¢ a une asymptote A en +w et en - Son 3 5 7 1+2n

2)Déterminer 'aire en unité d’aire, du domaine D comp
entre ¢, A et les droites x=2 et x=-2
Exercice 19:

ris

_1+t2 dt

Soit f la fonction définie sur IR par f(x)= f

1)Justifier que f est dérivable sur IR .
2)Déterminer une équation de la tangente a la courbe €.:
de f au point d’abscisse -1. '
Exercice 20 :

2c0osx

[ Va- ©dt
0

1°) Vérifier que f est définie sur 1= [0, nt ]
2°) Montrer que f est dérivable sur | et calculer sa
fonction dérivée.

-€)On suppose que f est paire ,mque G(x)= 2I f(t) dt
; 2
d)En déduire que [3r+2t+3 dt =6x
" 1+12

Soit f(x) =

3°)a)Vérifier que f(x)=— 4jsin2(t)dt

2

b)Expliciterf(x) e
c)Déduire alors I'aire de la partie du plan limitée par
la courbe ¢ : y=+/4—x2 et les droites d’équations
:x=0, y=0 et x=1

Exercice 21:

Dans le plan (oxy), on considére la courbe ¢

Calculer u,+1 en fonction de ug et v, calculer limv,.
Exercice 23:

-+, Soit f une fonction continue sur IR,

on pose G(x)= j% dt, pour tout x IR
) f(x)+(-x)

a)M que G est dérivable sur IR et que G’(x)= 142

jb)On suppose que f est impaire, montrer que G(x)=0

—-X

i.iExercice 24:

Soient (I,) et (un) les suites définies par :

1 1
Up= [ tdt et I, = [ t"sin (m t)dt
0 0

:'a)Montrer quevn,0< I,< uj
*, b)Montrer que (u,) et (I,) convergent.
:_A_.'Exercice 25:

X étant un réel strictement positif donné,
on considére les intégrales :

X X
Inzjsinznt dt etJ,= Isinznt cos2tdt , n>0

d’équation :y= —\% |4—x2 avec x €0, 1]

Par rotation de ¢ autour de I'axe (ox), on obtient un
solide de révolution de volume v

Déterminer le volume de solide S.

Exercice 22 :

1)Calculer Ilm tanXJ.1+t2

tanx

2)Soit F(x)= I Ldt la fonction définie sur ]-

I\JIFI

T
22t

[

a)Mque F est dérivable sur ]—% , %
puis calculer F’(x)
b)Expliciter F(x) en fonction de x.
3)On définie la suite u par :

2n

Uo= -[1 tzdt et u,= .[1 t2

; NelN*

;a)Trouver une relation entre J,, I, et ly1.
/b)En intégrant par parties, calculer J, en fonction de

l.+1. En déduire une relation entre I et I,.

“,_c)Calculer I et mque I'on peut ainsi calculer I, et J,
ipour tout n IN
_iExercice 26 :

: 1
Soit F (x) = !ﬁdt

a)Etudier la parité de F

i b)Etudier le sens de variation de F.

c)Montrer que 0<x<1,

]
0

1
o V1-t!

:,:En déduire que F est bornée.
. {En déduire qu'il existe une fonction G continue sur [-
gl,l] qui soit prolongement de F.
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Exercice 27 (4 points) a) Vérifier que pourn>3,0ona:u, +Up2= I,
1° a)Verifier que pour tout t € [0,1], b) Montrer alors que nu, + (N-1) Un2= V2 ;
2 _ 1 1 ....pourn=3
2.1 t-1 t+1 c) En déduireque vn=3;ona:
1o, . (2n-1u, =42
b) Calculer alors le réel | = d) Montrer alors que la suite (nu,) est convergente
o o _ e ° -1 i vers une limite que I'on preécisera.
2° Soit F Ial‘/@ctlon définie sur [0,1[ par " Exercice 31 : (5 points)
%2 t § ; _‘
F(x) = IO :dt . Ci-contre la représentation
a) M que F est dérivable sur [0,1] et déterminer F’ (x) graphique d'une fonction f définie
2t?
b) En déduire que F(x dt. .
: | 0= I -1 i variation de f. £
Calculer alors F 1 i 2) Calculer o
c) Calculer alors F (= -
) 1 e
Exercice28 ( QCM) X Y -
1)F est définie sur }O; E{ par T
2 ~ +8) Soit un réel A > 1 et A(1) l'aire de la partie du plan
i i limitée par la courbe (Cs), 'axe des abscisses et les
F(X) Ismx ______________ Zdr0|tes:x=0etx=7b. .
tvt2— , alors a) Montrer que % <AL < % + A
AF (=" b) Pg=-1 F (=1 .©  b)Déterminer lm A%,

A — +0
bx

\x+1

4) On suppose que f(x) = ax +

2)Pourne IN Eﬁ sin®™ x dx =
2

1 2

a) b) 0 c) a) Montrerquea=1eth =-1.
Exercice 20 antd b) Calculer A(A) en fonction de A.
c) Retrouver alors  lim @.

Soit f la fonction définie par f(x) = ﬁ uil A— 40 *
1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe C darjs Exercice 32: (6 points)
le repére R. . . .
2) a)Montrer que f admet une fonction réciproque g qué™ Soit f la fonctlon definie sur IR. par
'on déterminera. fG) = fo 1+t dt

b)Tracer la courbe C ’ de g dans le repére R. 1) a) Montrer que, pour tout réel x > V2 ;
3) Soit A en unité d’aire l'aire du domalne limitée par Ia x

= : dt<1

courbe C et les dr0|tes x=0 ety=1 _Lgl e dts + 1 — 22
Montrer que A= b) Déduire que f est bornée sur [v2, + «|.

0 1+
i ¢) Montrer alors que f admet une limite finie L en
i oo,

Exercice 30:
Soit u la suite définie sur IN par :

Uo= fol% et pour tout n de IN*, u,= fol :n - dx * 7 2) Soit g la fonction définie sur [0, %[ par :
V14X +x
1) a) Montrer que la suite u est décroissante g(x) = [y 1+tt4 dt
5 b) IIZ\)/Ieduwe que la suite u esc;[ cmvergen.te . a) Montrer que la fonction u définie sur [O, %[ par :
) zil) ontrer qu? pour tout n de IN, on a: ~ o o -
<u, < = . u(x) =+vtanx réalise une bijection de [0, E[ sur IR..
(m+1)V2Z — T n+l e S - L s
b) Déterminer alors la limite de la suite u . . b) Justifier que g est derivable sur |0, E[ et

déterminer g'(x).

3)vn=23,onpose: = fol x""2V/1 + x2dx c) Montrer alors que g(x) = %x, v x de [0, %[.
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d) Soit h la fonction définie sur IR par h(x) = ——. b)Montrer que VneIN*: 1 1
Déterminer l'aire de la partie du plan limitée par la ; 2(n+1) ~ n+1

courbe (H) de la fonction h, 'axe des abscisses et les
droites d’équations x =0 et x = 1. :
3) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Construire la courbe (C) de f dans un repére
orthonormé.
Exercice 33:( 7points)
Soit n un entier naturel etf la fonction définie sur

)=

]- 1, +oof par:
+ X

ﬂ

et pour n € IN*, (x)_
1+x
On désigne par C, la courbe de la fonction f, dans un.

repére orthonormé (OT])

1°)a) Dresser le tableau de variation de f;.
(Ondistinguera3cas:n=0,n=1etn=2).

b) Tracer Cy, C; et C, .
c)Calculer l'aire de la surface limitée par les courbes
et C, et les droites d’équations x =0 et x = 1
2°) Pour tout X > - 1, on pose :
Sl =1-x+x2-xX+......... +(-x)"
a)Mque V x > -1, on a: Sp(x) - fo(x) = (- 1)™*
fo(x).b)Montrer que si x| <1, Sy(x) admet une limite

c,

lorsque n tend vers l'infini.
En est-il de méme pour x =1 ?
3°) Soit x un réel positif ou nul et neIN*.

x2 x3 x*

On pose X)=X——+———+...+
Pose on(X) =X~ +73 77

Montrer que : In(L+x) = o, (x) + (-1)" jo £ (tdt. |

X

™
n

a)

b)

Montrer que pour tout x=0 et pour tout neIN*,......
0,,(X) <IN(1+ X) < 0,,,4(X)

Calculer o, 1 et o E .
2 2

En déduire une valeur approchée de In(%}

c)

Exercice34 :

i
On pose |, =j(tanx)”dx ., n e IN*
0
1)a)Justifier I'existence de |,. puis calculer I, et I,.

b)Montrer que I, est une suite décroissante.
c)Déduire que I, est une suite convergente.

n e IN*

1
2)a)Montrer que I, + 2= P

. Soit F la fonction sur [0,= [ par :F(x)=
H 2

' l)a)Mque V x € [0,

zz)a)Mque F est dérivable sur ]0,%

3)Soit u € [“[ on pose ()= f

c)En déduire la limite de I,.
3)Onposef(n)=lys—Iy

a)Calculer f ( n) en fonction de n, neIN*

b)Calculer f(2) + f(6) + ... +f(4k-2) en fonction de I,
et de Iz

- 1 +
" 4k-1+

1
4k+1

¢)En déduire lim [1-1

k >+

11,
357
Exercice35:

smx

dt

sinx

[on aTSF(x)S%tanx

1 b)en déduire que F est dérivable a droite en 0.

[et calculer F’(x).

b)En déduire que pour tout x [0,%[ ona :F(x):g.
c)Trouver alors 'aire A de la partie du plan limitée
. Cy ; .
par la courbe de Ia\f/(_)nct|on it > et les droites
2

-" d’équation x=0 x= et y=0.

Jsinu \/_

a)A l'aide d’une intégration par parties, calculer I(u)

b)Déterminer lim I(u) quand u tend vers (%)‘
Exercice 36 :

‘' On considére la suite définie sur IN*

_ Ie (Inx)" I
1 X2

. 1) a) Montrer que pour tout neIN*, U, > 0.

b) Montrer que U est décroissante et en déduire

. quelle est convergente.

': 2) a) En intégrant par parties, calculer U;.

b) Montrer que pour tout neIN*,

1
-(n+YuU, =-=
c) En déduire la valeur de U..
: 1
. 3) a) Montrer que pour toutneIN*, 0<U, < —
ne

b) En déduire lim U

N—-+o0

La vie n'est bonne qu’d étudier et 4 enseigner les mathématiques.
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